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Vorwort 


Dies Buch verdankt seine Entstehung sowohl der Anregung seitens meiner 
Studenten als auch der Anregung durch optisch interessierte Kreise der In- 
dustrie. Es enthält im wesentlichen den Stoff meiner Vorlesungen, die ich 
— seinerzeit allerdings in wesentlich geringerem Umfange und geringerer Voll- 
ständigkeit — nach einer sechsjährigen Tätigkeit in der optischen Industrie 
bereits während meines Studiums an der Berliner Friedrich-Wilhelms-Univer- 
sität in den Jahren 1920—1923, an der Volkshochschule in Rathenow, später 
als Privatdozent bzw. b. a. o. Professor (z. T.in Sonderkursen für die Indu- 
strie) an der Technischen Hochschule Berlin und in den letzten Jahren an 
der Pädagogischen Hochschule Potsdam gehalten habe. Meine in den ersten 
Nachkriegsjahren im Rahmen eines eigenen Forschungsinstitutes in enger Zu- 
sammenarbeit mit der Rathenower sowie zeitweise der Jenaer optischen In- 
dustrie durchgeführten theoretischen Untersuchungen und Berechnungen op- 
tischer Systeme gaben mir Gelegenheit, mich noch eingehender außer mit 
wellenoptischen auch mit den Fragen der geometrischen Optik zu beschäftigen 


und weitere praktische Erfahrungen zu sammeln, die — wie ich hofie — 
diesem Buche zugute gekommen sind. | 
Persönlich verdanke ich dem — meines Wissens vergriffenen — Buche 


„Praktische Optik‘ von Prof. Dr.M. BEREK, der die Optik um manche neuen 
theoretischen Erkenntnisse bereichert hat, viel Anregung. Ihm, den ich auch 
menschlich sehr schätzte, seinem Andenken habe ich daher dies Buch gewidmet. 

Meinen Schülern und derzeitigen Assistenten, Herrn Dipl.-Phys. Dr. Jo‘aACHIM 
KLEBE und Dipl.-Phys. Horst HÄNSEL, die nach meinen Vorlesungszetteln 
einen ersten Entwurf für das Manuskript dieses Buches anfertigten, sowie den 
Herren Prof. Dr. GÖRLICH und Dr. TIEDEKEN vom Carl Zeiss-Werk, Jena, 
die das Manuskript einer Durchsicht unterzogen und verschiedene Anregungen 
zu seiner Verbesserung und Erweiterung — z. B. durch das Kapitel über das 
Eikonal — gegeben haben, sei auch an dieser Stelle mein Dank ausgesprochen. 
Ferner gilt mein Dank dem Verlag — und besonders seinem Mitarbeiter, 
Herrn FRITSCHE, der mich beim Lesen der Korrekturen unterstützte — sowie 
der Druckerei, die auf meine Wünsche bezüglich der Ausgestaltung dieses 
Buches bereitwilligst eingingen. 

So gehe denn auch dieses meiner Bücher hinaus in die Welt und erfülle 
die ihm gestellte Aufgabe, zu seinem bescheidenen Teile mitzuhelfen an der 
wissenschaftlichen Ausbildung der studentischen Jugend und an der Erhaltung 
und Steigerung der Güte der Erzeugnisse der optischen Industrie. 


Potsdam, im September 1955 JOHANNES PICHT 


Einführung 


Die ‚optische Abbildung‘, also die Erzeugung eines Bildes von einem ge- 
gebenen Objekt mittels eines optischen Systems, ist — streng genommen — 
ein verhältnismäßig komplizierter Vorgang. Da das Licht ein (elektromagne- 
tischer) Schwingungsvorgang ist, muß eigentlich untersucht werden, in welcher 
Weise die von den einzelnen Objektpunkten ausgehenden Lichtwellen durch 
das abbildende optische System in der Gestalt ihrer — ursprünglich als Kugel- 
flächen anzunehmenden — Wellenflächen verändert werden, wie sich die 
Beugung des Lichtes an den Blenden bzw. Linsenrändern auf das Bild des 
betreffenden Objektpunktes auswirkt, wie die durch die Beugung des Lichtes 
sowie die Gestaltsänderung, die Deformation, der Wellenflächen bedingte Ver- 
breiterung der Bildpunkte die Abbildungsgüte beeinflußt. Hinzu kommt noch, 
daß die Intensität einer von einem Objektpunkt ausgehenden Lichtwelle nach 
den verschiedenen Richtungen innerhalb dieser Lichtwelle nicht konstant zu 
sein pflegt und sich außerdem beim Durchgang durch das optische System 
in den verschiedenen Richtungen verschieden stark ändert. 2 


In vielen Fällen aber genügt es, bei der Behandlung der optischen Abbildung 
und ihrer Güte bzw. ihrer Fehler strahlenoptisch zu rechnen, also anzunehmen, 
daß von den einzelnen Objektpunkten Lichtstrahlen! geradlinig ausgehen, die 
an den einzelnen Flächen des optischen Systems beim ‘Übergang aus dem 
einen in das folgende Medium aus ihrer ursprünglichen Richtung abgelenkt, 
d.h. gebrochen werden, wobei diese Brechung nach dem Brechungsgesetz er- 
folgt. Jedem Medium läßt sich nämlich ein Brechungsindex n zuordnen, der 
außer von der chemischen Zusammensetzung des einzelnen Mediums — im 
allgemeinen: des Glases bestimmter Art oder in besonderen Fällen auch anderer 
durchsichtiger Stoffe, wie z. B. Steinsalz, Flußspat usw. — noch von der 
Wellenlänge und damit von der Farbe des Lichtes abhängt und gleich ist dem 


H 


„Lichtstrahlen‘ existieren — streng genommen — nicht. Es ist eine Be- 
zeichnung für etwas Abstraktes, etwas Unwirkliches, nur Gedachtes. Es 
handelt sich hier eigentlich um die Normalen der (im allgemeinen deformierten) 
Wellenflächen. 


Oft bezeichnet man auch den Energieströmungsvektor © (PoInTInGschen 
Vektor) als ,,Strahlvektor‘‘. Doch haben Wellenflächennormale und © (auch 
im zeitlichen Mittel) im allgemeinen — auch in isotropen homogenen Medien — 
bei einem Strahlenbündel endlicher Öffnung in der Nachbarschaft der Rand- 
strahlen des Bündels nicht die gleiche Richtung. [Vgl. J. Pıcat, Über die 
Richtung der Energieströmung ... Ann. d. Phys. (5. F.) 4, 273—284, 1930.] 


2 Einführung 


Verhältnis der Lichtgeschwindigkeit c im Vakuum zu der Lichtgeschwindigkeit 
(Phasengeschwindigkeit) v in dem betreffenden Medium, also n = <- 


Dabei erfolgt die Brechung des Lichtstrahles so, daß das Produkt aus dem 
Brechungsindex n, des ersten Mediums und dem Sinus des Winkels, den der 
ankommende Strahl mit der Normalen der Grenzfläche zwischen dem ersten 
und dem ihm folgenden (zweiten) Medium bildet — und der mit i, bezeichnet 
sei —, gleich ist dem Produkt aus dem Brechungsindex: ni = n, des zweiten 
Mediums und dem Sinus des Winkels, den der gebrochene Strahl mit der 
Normalen jener Grenzfläche bildet, daß also r, sin i, = nA sin ii ist, eine Be- 
ziehung, die man als ‚„SNELLIUSsches Brechungsgesetz‘‘ bezeichnet. Vom. 
Standpunkt dieser „Strahlenoptik” oder — wie man auch sagt — dieser ‚‚geo- 
metrischen Optik‘ wollen wir hier die optische Abbildung behandeln. 

Dabei ist es prinzipiell nicht erforderlich, die Fragen der Spiegelung des 
Lichtes an ebenen oder gekrümmten Flächen gesondert zu behandeln, da die 
für die Brechung abgeleiteten Ausdrücke und Formeln sofort auch für die 
Spiegelung gültig sind, wenn man in ihnen den Brechungsindex ni (= n,) 
(— oder allgemeiner, wenn die Spiegelung an der k-ten Fläche erfolgt: den 
Brechungsindex n; —) durch den Wert —n, (bzw. —n;) ersetzt. Denn nach 
dem SNELLIUSschen Reflexionsgesetz ist der Winkel :*, den der reflektierte 
Strahl mit dem Einfallslot bildet, gleich dem Supplement des Winkels :, den 
der einfallende Strahl mit dem Einfallslot bildet, also i* = nr — i. Dies ver- 
bunden mit einer Richtungsumkehr des Flächenlotes, gegen das die Strahl- 


neigung gemessen wird, bedeutet, daß wir sin :* = — sin t zu setzen haben, 
was wieder gleichbedeutend ist mit n*- sin: =nsini mit n""= —n, 
sin :* — — sini. 


Reflexionsgesetz und Brechungsgesetz lassen sich beide aus dem FERMAT- 
schen Prinzip ableiten. Um dieses Prinzip formulieren zu können, benutzen 
wir den Begriff der ‚optischen Länge‘ bzw. des ‚vakuumbezogenen Lichtweges““. 

Wir nennen optisch gleich lang zwei Strecken, zu deren Durchlaufen das 
Licht gleiche Zeit gebraucht, auch wenn diese Strecken in verschiedenen 
Medien liegen: Ist ! bzw. !’ die geometrische Länge der beiden zu vergleichenden 
(geradlinigen) Strecken, wo lim Medium mit der Lichtgeschwindigkeit v und ?’ 
im Medium mit der Lichtgeschwindigkeit v uns so sind die beiden Strecken 


optisch gleich lang, wenn z — e ‚sole — = = ZI ist. Man nennt !’ die auf 


das Medium mit der schein v a Länge von !. Die auf 
das Vakuum bezogene Länge von ! wird demnach gleich n I, so daß n/ der 
„vakwumbezogene Lichtweg‘‘ oder seine „optische Länge‘“ ist. Analog: e—=Nv 
— vakuumbezogene Lichtgeschwindigkeit. Diese hat für alle Medien den gleichen 


! Vom Standpunkt der Wellenoptik und der Beugungstheorie wurde die 
optische Abbildung vom Verfasser in seinem Buch ‚Optische Abbildung — 
Einführung in die Wellen- und Beugungstheorie optischer Systeme‘, Verlag 
Friedrich Vieweg u. Sohn, Braunschweig 1931, behandelt (Neuauflage in Vor- 
bereitung). 


Einführung 3 


Wert c (Vakuumlichtgeschwindigkeit). Eine durch den jeweiligen ‚Brechungs- 
index dividierte Strecke wird dagegen als ‚reduziert‘ bezeichnet. 


Die Zeit, die das Licht.zum Durchlaufen der Strecke ! im Medium mit 
dem Brechungsindex n gebraucht, ist t — — nl, also proportional der optischen 


Länge der betreffenden Strecke. 


Das „FErMATsche Prinzip‘ sagt nun aus, daß die Zeit, die das Licht ge- 
braucht, um von irgendeinem Punkte P zu irgendeinem zweiten Punkte © 
zu gelangen, auf dem tatsächlich eingeschlagenen Wege am kürzesten ist, 
genauer: einen Extremwert besitzt, verglichen mit allen ihm benachbarten 
Wegen zwischen P und ©. 


Dieses Prinzip gilt allgemein, auch bei dem Übergang des Lichtes von einem 
Medium zu einem zweiten, ja auch dann,-wenn zwischen P und Q sich mehrere 
voneinander verschiedene Medien befinden (Abb. 1). 


N; = NzNnz ny“n, EA 
"R 
ser ' 4 
pP . 


Abb. 1 


Da nun die vom Licht zum Durchlaufen einer Teilstrecke gebrauchte Zeit 
der optischen Länge der betreffenden (geradlinigen) Strecke proportional ist, 
so ergibt sich für die Gesamizeit: 


1 Q 
= -NYnh, 
PR 


wo über alle Abschnitte des Liehtweges zwischen P und @ zu summieren ist. 
[Bei (räumlich) kontinuierlicher Anderung des Brechungsindex (inhomogene 
isotrope bzw. anisotrope Medien) geht dies über in 


: Q 
1 [nal. 
C 


P 


Hier setzt sich der Lichtweg im allgemeinen nicht mehr aus geradlinigen 
Strecken zusammen.]. 


Das FeRMATsche Prinzip verlangt nun, daß für den tatsächlichen Lichtweg 
die Beziehung gilt 


Q Q 
P PR 


Hierbei deutet ö an, daß der Summenausdruck bzw. das Integral im Hinblick 
auf den Weg — bei festem P und Q (s. o.) — variiert werden soll. 

Die Ableitung des Brechungsgesetzes aus dem FermATschen Prinzip sei 
kurz angedeutet. Die des Reflexionsgesetzes erfolgt ganz analog. 


4 Einführung 


Ist (Abb.2) PAQ der vom Licht wirklich zurückgelegte Weg, so muß 
nach dem FerMmATschen Prinzip ö(rl+nV)=0 
sein. Betrachten wir nun einen zu PAQ benach- 
barten Weg PDBQ, so ist 

EB=dl(>0), AF=d! (<O0), 

A EAB=i, {ABF=V. 


a sei AB=ds. Dann Er 


ds miHn = L(nI+WT)ös— In u) 000, 


‚also 
LM 


Ze rz e ds’ 


oder 
nsinı—n sin?t. 
Dies ist das oben angegebene Brechungsgesetz von SNELLIUS. 

Dabei ist vorausgesetzt, daß n in der Umgebung von P und x’ in der Um- 
gebung von Q konstant sind — eine Annahme, die uns in den in diesem Buche 
zu besprechenden Problemen allein interessiert. 

Außerdem beschränken wir uns — sofern nicht ausdrücklich anders ver- 
‚merkt — auf die Behandlung solcher optischen Systeme, deren brechende 
(oder spiegelnde — s..o. —) Flächen Teile von Kugelflächen sind, zu denen — ' 
als Grenziall: Radius r > oo — natürlich auch die ebenen Flächen gehören. 
Ferner setzen wir bei Systemen mit mehreren brechenden (bzw. spiegelnden) 
Flächen voraus, daß ihre Krümmungsmittelpunkte auf der gleichen Geraden 
liegen. Diese Gerade, also die geradlinige Verbindungslinie der Krümmungs- 
mittelpunkte der brechenden (bzw. spiegelnden) Flächen bezeichnen wir als 
„optische Achse‘ des betreffenden optischen Systems. 


-I. Vom paraxialen Strahlengang und seinen Anwendungen 
in der Theorie optischer Systeme 


Um einige allgemeine Gesetze und Grundformeln der optischen Abbildung 
sowie Formeln für die ein optisches System kennzeichnenden Grundgrößen 
(Brennpunkte, Hauptpunkte, Brennweiten usw.) kennenzulernen, betrachten 
wir zunächst nur solche Strahlen, die von einem auf der (Verlängerung der) 
optischen Achse des zu dieser rotationssymmetrisch vorausgesetzten optischen 
Systems liegenden Punkte ausgehen und während ihres ganzen Verlaufes der 
Achse benachbart bleiben, also auch nur sehr kleine Winkel mit der Achse 
sowie — in ihren Schnittpunkten mit den brechenden Flächen — mit den 
Flächennormalen dieser brechenden Flächen bilden. Sind diese Voraussetzun- 
gen erfüllt, so sprechen wir von ‚„paraxialen‘ Strahlen bzw. von einem ‚‚par- 
axialen‘ Strahlengang. 


l. Vorbemerkungen 


Wenn es nicht ausdrücklich anders bemerkt wird, sei die Lichtrichtung im 
folgenden immer von links nach rechts angenommen. Zu den Zeichnungen und 
den in ihnen eingetragenen Bezeichnungen von Strecken und Winkeln ist eine 
grundsätzliche Bemerkung erforderlich: Alle Strecken sind in den Zeichnungen 
als ‚positiv‘ eingetragen, also horizontale Strecken als von links nach rechts, 


vertikale als von unten nach oben gerichtet. Ist eine horizontale Strecke AB 

als „Abstand des Punktes B vom Punkte A‘ durch einen kleinen Buchstaben 

— etwa a — definiert und liegt in der Zeichnung B rechts von A, so ist an AB 

der Buchstabe a geschrieben. Liegt dagegen in der Zeichnung B links von 4, 
—, 

so ist — da jetzt in der Zeichnung BA> 0, also AB < O ist, aber ‚‚per defini- 


e . [} ® ‘ 
tionem“ AB = a zu setzen ist — an BA die Bezeichnung — a geschrieben, wo 


BER | 
also wieder BA=— a>0 ist, da ja A jetzt rechts von B liegt. Dieses „— a“ 
— 
an AB besagt dann: 
— e 

1. Als ‚a‘ ist definiert nicht BA, sondern, dem ‚„—“‘-Zeichen entsprechend, 
— 
AB. 


— 
2. Dieses AB hat bei der in der betreffenden Zeichnung angenommenen gegen- 
seitigen Lage der Punkte A und B einen negativen Betrag. 


6 I. Vom paraxialen Strahlengang und seinen Anwendungen 


Das entsprechende gilt für' vertikale Strecken! sowie für gegen die Horizon- 
tale geneigte Strecken. 

Beiden Winkeln, für die in der geometrischen Optik bezüglich ihres ‚‚positiven“ 
oder .,‚negativen‘‘ Wertes leider keine so eindeutige ‚Vorschrift‘ herrscht, 
haben wir jeweils den — unter Berücksichtigung des Vorzeichens — positiven 
Wert eingetragen und durch den Bogenpfeil angegeben, in welcher Weise der 
betreffende Winkel. ‚definiert‘ ist. So besagt z. B. in Abb. 25 die Bezeichnung 


C 
7 
„_— du“ am Winkel oft—a, daß x AOC = du<0 ist, wobei der Winkel, 
wie der Bogenpfeil angibt, definiert ist als ‚‚ Winkel des Strahlvektors O0 gegen 
04° “und der so definierte Winkel durch „du“ au wird, bewobei bei der 


in der Zeichnung dargestellten Lagebeziehung von 00 gegen 04 der „Wert“ 
des Winkels du als ‚negativ‘ deklariert wurde, in der Zeichnung aber — wie 
vorstehend gesagt — der positive Wert „— du“ eingetragen wurde. 

Die einzelnen brechenden Flächen und die sich auf diese beziehenden Größen 
bezeichnen wir — in der Reihenfolge der einzelnen Flächen — durch einen 
den einzelnen Buchstaben beigesetzten Index 1,2,3,...,k. Wir bezeichnen 
weiter die einander entsprechenden Größen vor und hinter einer brechenden 
Fläche bzw. vor und nach der Brechung an einer Fläche mit dem gleichen 
Buchstaben, unterscheiden sie aber.dadurch voneinander, daß wir die Größen 
hinter der Fläche bzw. nach der Brechung mit einem oben angefügten Strich (’) 
versehen. Die einzelnen zwischen den brechenden Flächen befindlichen Medien 
sind durch ihren Brechungsindex n gekennzeichnet, wobei n=n(A); n ist 
also eine Funktion der Wellenlänge A des benutzten Lichtes, ohne daß wir 
zunächst diese Abhängigkeit des n von / näher betonen oder berücksichtigen 
werden. 

Wir nehmen zunächst also an, daß wir es mit monochromatischem Licht zu 
tun haben.? 


Dann folgt aus der Figur (Abb. 3): 
So —=s, <0 (da der Lichtrichtung entgegengesetzt), 
— 
80=8>0. 


‚ d.h. Strahlen, die im Sinne der (von 
tg u, = n » d.h. u <oO, links nach rechts angenommenen) Licht- 
; ‚richtung von links unten nach rechts 
tg u) — a ; d.h. U>0. | ‘oben laufen, bilden mit der Achse nega- 
2 


tive Winkel und umgekehrt. 


- 


Es ist demnach zu beachten, daß das — im allgemeinen ‚„umgekehrte‘‘ — Bild 
eines in den Abbildungen als vertikaler Pfeil ( f) gezeichneten Objektes hier 
als dem ‚„Objektpfeil‘‘ gleichgerichteter Pfeil ( }) gezeichnet ist, so daß die 
„Pfeilspitze‘‘ des ‚Bildpfeiles‘“ nicht ‚„‚Bild der Spitze des Objektpfeiles‘ ist. 
®2 Erst in IV 2f und insbesondere in IX werden wir die Abhängigkeit. des 
Brechungsindex von der Wellenlänge berücksichtigen. 
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Das entsprechende gilt für den Winkel 9, den die Flächennormale, der 
Radius der brechenden Fläche im Einfallspunkt des Strahles, mit der Achse 
bildet, so daß (in Abb. 3) 9, >0. 


i, = < des Strahles (vor der Brechung) mit der Flächennormalen, 
4 —= <. des Strahles (nach der Brechung) mit der Flächennormalen. 


Dei, = 9m — u, = 9 — u, sind in der Abbildung: ı, > 0,4 >0. 


— 
Lchfrichtung 


SO: =s7<0 (da der Lichtrichtung enfgegengesetzt.) 
550'5330 
Abb. 3. Zur Bezeichnung der Größen bei der Abbildung 
eines auf der optischen Achse des abbildenden Systems 
gelegenen Objektpunktes. 


Ist die brechende Fläche gegen das ankommende Licht konkav, so ist r < 0 
zu setzen. Ist die brechende Fläche gegen das ankommende Licht konvex, so 
bekommt der Krümmungsradius r ein positives Vorzeichen. 


2. Eine paraxiale Abbildungsformel 
Es sei 


r = Krümmungsradius, 

n — Brechungsindex, 

ti — Einfallswinkel (mit der Flächennormalen). 

Um Vorzeichenschwierigkeiten zu vermeiden, ist es bei Formelableitungen 
oft vorteilhaft, in den zugehörigen Abbildungen einen ‚virtuellen‘ Objekt- 
punkt zu benutzen, also einen (außeraxialen oder hier: axialen) Punkt, in dem 
sich die betrachteten Strahlen treffen würden, wenn sie nicht vorher durch 
Brechung oder Spiegelung eine Richtungsänderung erfahren würden, und 
dessen s > 0 ist (im Sinne unserer Vereinbarung), und den einfallenden Strahl 
von links oben nach rechts unten verlaufen zu lassen, so daß u, >0 ist 
(s. Abb. 4). Man kann auch — wie dies in Abb. 3 und 5 geschehen — die in der 
Abbildung auftretenden Längen mit dem Vorzeichen versehen, das ihnen zu- 


— 
kommt, wenn man ihre Endpunkte von links nach rechts liest, also OS —= —s, 
— 
da s = SO definiert ist (vgl. 11). 


Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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Aus der Figur (Abb. 4) folgt!: 
tgu=.r = ee mit 0 30. sin 9 = 2, 
ss 8 Ts r 
Für kleine Winkel (paraxialer Strahlengang) gilt 
um, V=- und 9=.. 
Ferner liest man aus der Figur ab 


Ii=o—ıu, ge Do — u, 


also 
1 1 1 1 
i=1(2—-). st re 
Y S Y S 
T>0 u>0 
Zu i>0 u'>20 9>0 
| SM =r>0 
zum virtuellen R SQ >5>0 
unkFO mu so' =5’>0 


Bunzielend 


Abb. 4. Zur Ableitung der paraxialen Abbildungsformel. (Statt Ah lies 2). 


Für kleine Winkel i ünd i’, mit denen wir es hier nach Voraussetzung (par- 
axialer Strahlengang) zu tun haben, geht das SNELLIUSsche Brechungsgesetz 
nsini=n sin? über in: ni=niv. 

Setzt man hier die Werte für « und :’ ein, so folgt aus ihm 


1 j 1 I 1 l in ® Se * 
y | ) —- nn #3) = Q (invariant) (I 2, 1 ) 
oder 
n’ NL 14 1 BEER, n’ | 2 
Be — (n er — = . ( ‚1) 


Dies ist die Abbildungsformel des paraxialen Strahlenganges für eine 
brechende Fläche. 

Folgt dieser brechenden Fläche eine weitere, etwa die (j+ 1)-te, wenn wir 
die betrachtete als die j-te Fläche eines optischen Systems ansehen und dem- 
entsprechend den in vorstehender Gleichung auftretenden Größen den Index 7 
geben, so gelten für die weitere Berechnung des Strahlverlaufs als Ausgangs- 
größen die Größen 41, Tj+1, %+ı = nz und n;;ı sowie der Abstand 8; 8;,ı 


1 t bezeichne also den Achsenabstand des Strahlschnittpunktes mit der Tangente 
im Flächenscheitel, * den Achsenabstand des Strahlschnittpunktes mit der 
Fläche selbst. Für achsennahe Strahlen ist ? = t. 


3. Vergrößerung 9 
—d—= d,;1= di,j+1. Von diesen sind alle außer s;,, als „gegebene Größen“ 
bekannt. s;;ı ergibt sich durch die sogenannte ‚Übergangsformel“ 
SH =i—d. 
Als weitere Übergangsformel können wir noch sofort angeben 
Wr = u. 
Ferner ist, wie hier nur der Vollständigkeit wegen angegeben sei, 
41 = Sj+1' W+l: | 


_ 5 

FH 

+1 = nn 
rj4ı 


%+1 = Pj41 Url 


3. Vergrößerung (Abbildungsmaßstab) 


Als ‚laterale‘ oder ‚‚Seiten-Vergrößerung‘‘! ß’ einer Abbildung bezeichnet 
man das Verhältnis der Bildgröße (y’) zur Größe Y des abgebildeten (achsen- 


senkrechten) Objektes, also das Verhältnis I ri ß’, den „Abbildungsmaßstab“. 


rd => 
SO=s=— 08, 
—— Ed 
SO’ = °—-—- VO S<N. 


Abb. 5. Zur Ableitung der (paraxialen) Formel für die (laterale) Vergrößerung P. 


Da bei einem aus mehreren — etwa k — brechenden Flächen bestehenden 
System mit y—= y,—= Objektgröße und y = y; = Bildgröße stets Y = Yj+ılst, 


so läßt sich bei jedem optischen System die Größe ß = & auch schreiben ' 


—_V_ Yr _ U % %,.%_ Fuß rei = ; 13,1 

ß y yı Yı % Ys Ye Pi P2 Ps Pr TB ( ’ ) 

Es ergibt sich also die Lateralvergrößerung eines optischen Systems gleich 
dem Produkt aus den Lateralvergrößerungen der Teilsysteme, in die man das 
Gesamtsystem aufgeteilt denken kann. Betrachten wir daher zunächst (als 


Teilsystem) eine einzige brechende Fläche. 
Aus der Figur (Abb. 5) folgt: 


er y _.Y j 
tgu—= tgw = —- (13,2) 


\ 


Neben der so definierten ‚„Vergrößerung‘‘ gibt es noch eine Reihe weiterer, 
anders definierter „Vergrößerungen‘“‘, z.B. „angulare Vergrößerung‘, „Mi- 
kroskop-Vergrößerung‘‘, „Fernrohrvergrößerung‘“, „Lupenvergrößerung‘ usw., 
deren Definitionen später bzw. im Anhang: gegeben werden. 

2%* 
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Für den paraxialen Strahlengang (kleine Winkel) gilt dann 


u=+-, w=-,. 


—8 8 
Führt man diese Beziehung in das Brechungsgesetz nw= n'w' für die 
kleinen Winkel w und w’ ein, so folgt 


14 [4 14 1 
—-/9%, ode P=I=I.., 
—S —Ss Y N & 
M=i- = je ist demnach die Vergrößerung durch die erste brechende 
1 1 1 


‘Fläche, durch das erste ‚Teilsystem‘. Die Vergrößerung durch die zweite 
brechende Fläche ist entsprechend bestimmt durch: 


Ya = N, En 
k brechende Flächen (Abb. 6) ergeben somit nach (13,1) durch Multiplikation 
der Einzelvergrößerungen eine Gesamtvergrößerung 


7 ‘’ 
55 _ Ya ee 23 o 8 


ı ! [4 [4 [4 ! 

a IL ee Be 
— — Ze, 7 | . 
Yı Ys Yk NN," N% 8] °89, +5 


| _— 
Danun y,ı=yY und n4ı=%, aber gyı=d3—d+sgist, wo = SI; 8541; 
so folgt 


a EL 
1 bis & y, ny 


(13,3) 
j1 
ß' bezeichnet man oft als die laterale (d. h. seitliche) Vergrößerung ‚‚des opti- 
schen Systems‘. Doch handelt es sich hier nicht um eine Systemkonstante, 
sondern nur um eine Größe, die die Wirkung des optischen Systems mit Bezug 
auf einen bestimmten Objektabstand zu be- 
rechnen gestattet. (13,3) gibt also die (late- 
rale) Vergrößerung des optischen Systems 
als Funktion des Objektabstandes oder als 
Funktion der Lage des axialen Objekt- 
| punktes, und zwar für den Fall, daß es sich 

Abb. 6. Schematische Dar- objektseitig und bildseitig um vorgegebene 
stellung eines optischen Systems Medien — die man (bei Systemkonstanten) 

RUDI EEG l Syst hörend‘“ anzusehen hat 

Flächen. als „zum System gehöre 
— handelt. 


4. Brennweite 


Im Gegensatz zur lateralen Vergrößerung handelt es sich bei der Brennweite 
— genauer: den Brennweiten — eines optischen Systems um eine System- 
konstante bzw. um Systemkonstanten, sofern man — wie oben gesagt — das 
objektseitige sowie das bildseitige Medium als zum System gehörig ansieht. 


. 
EN 


sl, $ 
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Aus (13,3) 


folgt nun zunächst 


$ı 
, N, , $j 
Ya a IE 
N j=2 I 
Da nun nach (13,2) tgw, = — a ist, kann man schreiben 
1 
1 [4 
‚ 1 _ %Yk _N , j] 
k’ m  — IF R 51  ) 
Yı tw m SF 


Gehe jetzt s, >00, d.h.: betrachtet man einen unendlich weit entfernten 
außeraxialen Objektpunkt, so strebt (bei endlichem Achsenabstand des Ob- 
jektpunktes) tgw, >0. Der re:hts stehe:de Ausdruck ist — wenigstens im 
allgemeinen — endlich, so daß für s, > oo mit tgw, >0 auch % —0. 

[ Ausnahme: s; >00; dagegen bleibt bei # —coo für j<k der rechts 
stehende Ausdruck endlich, da dann auch 

Sj41 > 09 und BL 

Sj+1 a 


Es folgt 


Ya Sı 2 Yr _ red 
er | Fr “ll FE, I=h» 


=2 


wobei f also für das betreffende System einen bestimmten konstanten Wert hat: 


| . j18ı | 


Für s, > oo gilt tg w, — 0. Es verlaufen also die einfallenden Strahlen achsen-. 
parallel. Da gleichzeitig das zugehörige y, > 0, so treffen sich die achsen- 
parallel einfallenden Strahlen in einem Punkt der Achse, den man als Brenn- 
punkt — und zwar als bildseitigen Brennpunkt — bezeichnet, 

Die hier — durch (I4,1) — definierte Größe f, = — f bezeichnet man nun 
als Brennweite des betreffenden Systems, ein Begriff, der erst später (II1) 
bezüglich seiner geometrisch-optischen Bedeutung näher definiert wird. 


5. Der HELMHOLTZSsche Satz 


Wir betrachten jetzt (Abb. 7) zwei Strahlen, die in einer durch den Krüm- 
mungsmittelpunkt der brechenden Fläche gehenden Ebene, einer sogenannten 
‚„Meridianebene‘‘ oder meridionalen: Ebene liegen, die brechende Fläche in A 
und A, (mit AA), = dB) und sich gegenseitig in Ö schneiden und deren Nei- 
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gungswinkel gegen die als. „Achse“ gewählte Gerade durch den Krümmungs- 
mittelpunkt der brechenden Fläche sich um die differentielle Größe du unter- 
scheiden. Ferner wählen wir einen dritten Strahl, der die brechende Fläche 
gleichfalls in A, die durch Ö gehende achsensenkrechte Ebene, die unsere 
Objektebene sei, in Ö trifft (mit ÖÖ=dy) und mit AÖ den Winkel di bildet. 


Man schlage um A und Ö je einen Kreisbogen mit dem Radius p — | AÖ|. 


Abb. 7. Zur Ableitung des HELMHOLTZschen 
Satzes bzw. der HELMHOLTZ-LAGRANngEschen 
Formel für Meridionalstrahlen. 


Aus der Figur folgt nun: 


ferner 


Elimination von p ergibt: 
__dB.cosi dy-cosu 
a Pr 77 


Multiplikation mit 
du 


dB.cosi 


liefert 
dy-du.cosu 


Entsprechend ergibt sich für die gebrochenen Strahlen 
dy'- du’ .cosu _ 
di.dB.cosi 

Es ist also 

dy-du-cosu_ dy’-du’.cosw 

di-dB.cosi di.dB-cosi ’ 

und demnach auch 

n dy-du-csu_n ‚dy’-du.cosw (15,1) 


n .di-cst m" di’.cosW 
Aus dem Brechungsgesetz n sin : = n’ sin ?' folgt durch Differentiation 


ncosi-di—=n cosVY-di. 
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‚Damit ergibt sich aus (I 5,1) 
n-dy-du- cosu=n-dy -dw -cosu 
(Invariante für die Brechung). 
Da allgemein y=n;,41, dy=dy4ı, dw=du;;ı und cos uw; = 008'%+1, 
die Größen n’, dy’, dw und cos w also ‚„übergangsinvariant‘“ sind, so gilt für 
ein optisches System mit k brechenden Flächen 


n, cos u, du, dy,=ni cosur dur dyr 
Dies ist die HELMHOLTZsche Gleichung. 

Für paraxiale Strahlen geht vu, — 0, d.h. cos u, el und cosw. ze1. Für 
den paraxialen Bereich lautet demnach die HELMHOLTZsche Gleichung: 


N U Yyy > const—=nf-u-yr |, (15,3) 

in der also die Differentiale durch die (sehr kleinen) Größen selbst ersetzt sind. 

Diese Gleichung bezeichnet man oft als ‚,HELMHOLTZ-LAGRANGEsche Formel“.! 

Aus ihr folgt für das Abbildungsverhältnis des paraxialen Strahlenganges: 
’ | 

Ihm (15,4) 


| Yı run | 


6. Tiefenvergrößerung (axiale Vergrößerung) und Winkel- 
vergrößerung (Konvergenzverhältnis). 
Hauptpunkte und Knotenpunkte 


Wir behandeln jetzt zwei weitere der oben bereits erwähnten Vergröße- 
rungen, die sogenannte Tiefen- oder axiale Vergrößerung sowie die Winkel- 
vergrößerung, die man auch als Konvergenzverhältnis bezeichnet. 


a) Tiefenvergrößerung 

Es sei O ein Punkt auf der Achse des optischen Systems, von dem ein (räum- 
liches) Strahlenbündel ausgehe, dessen einzelne Strahlen durch die Wirkung des 
optischen Systems so in ihrer Richtung beeinflußt werden, daß sie nach dem 
Durchgang durch das optische System wieder einem Punkte, dem ‚Bildpunkte 
O0’ von O0“ zustreben, also ein konvergentes Strahlenbündel bilden, dessen 
Konvergenzpunkt jener Bildpunkt O0’ von O sei. Man sagt, O werde durch das 
optische System in O’ abgebildet. O und O’ heißen ‚optisch konjugierte Punkte‘‘. 
Die in O und 0’ achsensenkrechten Ebenen heißen ‚optisch konjugiert‘‘ oder 


1 Eine ganz analoge Beziehung gilt — wie man leicht zeigt — auch für ein 


enges Sagittalstrahlenbüschel und ein in seiner Ebene liegendes Linien- 


element, so daß We 
N, 9, yı = NE dr Ye |» (1 5,3*) 


wenn ® den Öffnungswinkel des Sagittalstrahlenbüschels bezeichnet (s. XIII 4). 
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kurz: konjugierte Ebenen [bzw. O und O’: konjugierte Punkte]. Die’ HELM- 
HOLTZsche Gleichung wird jetzt entsprechend auf zwei andere achsensenk- 
rechte konjugierte Ebenen ÖÖ und O’Ö’ angewendet (Abb. 8). 

Aus der Figur folgt (unter Voraussetzung, daß es sich bei Ö und Ö’ sowie bei 
Ö und Ö’ wieder um der Achse unendlich benachbarte außeraxiale konjugierte 
Punkte in paarweise konjugierten Ebenen handelt): 


fi 
_ + %ı 2% 
ww, — D WEZ—7 ”» 
21 85 2: — Sk 
A al 
—Yı f} —d 
U — 3 Ur = . 
21 —S 2, — 5% 


Z7>Q, Sı<O 


Abb. 8. Zur Ableitung der Formeln der Tiefenvergrößerung 
sowie der Winkelvergrößerung. 


Mit Hilfe der Beziehung (15,3) 


N a 
N, U, Yı 7 N Ur Ye 


folgt nun FERN; WW; 
1" 9ı° I _ NE" Ye 9 

a—s Zr 

oder j, % a yı dh r 
k1°%k k’Yk° k_ Ko 
— en s -ß; (16, 1) 
2, 5% N Yı-Yı MM 

mit 


1 al 
N" _% ud #=p. 
Yı 


Läßt man jetzt die beiden Ebenen mehr und mehr zusammenrücken, so folgt: 


. 2 . 48 _d% , 
Jim —h j 
ds, nn; N | 
_ —t_-2,a—{Zpr |. (16,2) 
= Ss 
ds, N N] 


« bezeichnet man als die Tiefenvergrößerung. Sie ist das Verhältnis des Ab- 
standes zweier (benachbarter) Bildebenen zum Abstand der zugehörigen 
(konjugierten) Objektebenen. 
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b) Winkelvergrößerung 


Das Verhältnis Re , 
tg ur U y P 
TEE ee 


lim — 

uk>0 tg ur Ur 

bezeichnet man als Konvergenzverhältnis oder Winkelvergrößerung (der k-ten 

Fläche bzw. des k-ten Teilsystems). Das Konvergenzverhältnis oder die Winkel- 

vergrößerung y' des Gesamtsystems errechnet sich — daja u=u;,ı und dem- 
nach 


ist — in folgender Weise [bei Berücksichtigung von (I 6,1)] 


k : [4 A A al 
y= [I y- im ER _®__ K na mad d 
w„>o tgU U 0 2% — 5 Yı NY Ye Yı 

‚ _ gm tgU NY n, 1 
— lim een burn |ı (16,3) 


Zu Marl — R 
un my m PR 


Zwischen den drei Größen «’, ß’, y’ bestehen also nach (I 6,2) und (16,3) 
die Beziehungen: 


a 12 ie! ’ pP N 72 
. =, A ZZ ——- Zu — . (16,4) 
y-Pß ET Be P 


c) Haupt- und Knotenpunkte 

Gewisse, durch bestimmte Eigenschaften optischer Art ausgezeichnete konju- 
gierte Punktepaare der Achse eines optischen Systems bezeichnet man als 
Hauptpunkte, bestimmte andere optisch konjugierte Punktepaareals Knoten- 
punkte des betreffenden Systems. Als Hauptpunkte bezeichnet man dasjenige. 
konjugierte Punktepaar auf der Achse, in dem Obj ekt und Bild gleich groß 
und gleich gerichtet sind, als Knotenpunkte dasjenige konjugierte Punktepaar 
auf der Achse, für das die konjugierten Strahlen zueinander parallel sind. Die. 
Haupt- und Knotenpunkte werden also folgendermaßen definiert: 


Hauptpunkte: (= Pa)=H1, (Y% — -) (16,5) 
Knotenpunkte: Y(=yRA)=-+J1, (Bz — n) (16,6) 
k 


Ist jetzt durch =: >= (s)z]) und 4. —=% = (st)a] die Lage der Haupt- 
punkte gegeben, so muß — da nach (16,5) fr — +1 ist — gelten: % = 9. 
Dann geht (16,3) und (16,1) über in 


a-a_ Mm, | 


>= „.—y, (denn &%=—-—=1 nach Voraussetzung) : 
:—5H Ne Ps | 
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Ferner wird dann 


(*) m ea, Ye _ za n, Yı dr Ur _ 2 I. 
H 


w, 2: —5H Yı NE Ye Gr YA n Ge 

ie (dem = &=1). 
Es folgt also | | 
(W% NE)Hr = (w} Nı)R j (I 6, 7) 


Für die objektseitige und bildseitige Achsenneigung der „Hauptpunkt-Strah- 
len‘ gilt also die einfache Beziehung: 
N, sin w, 7n, w) = M, Wr 7 N, Sin WE, (16,8) 
d.h.: die paraxialen ‚„Hauptpunkt-Strahlen‘ werden nach dem Brechungs- 
gesetz gebrochen. | 
Für die Knotenpunkte folgt nun, wenn wir die auf sie bezogenen Größen 


ß' und y’ durch den Index K bezeichnen, nach (16, 4) Br ya also 
n 


2) 
k 


ı Pr = a ‚ denn nach (16,6) ist ja yx=1. 


| “+ 


— \ 


Ist n, = n4, so fallen die Hauptpunkte mit den Knotenpunkten zusammen, 
da dann | 
| und k=Pfh =1 . 
Es sei noch erwähnt, daß man den Begriff des Konvergenzverhältnisses, das 


tg 
hier als @renzwert für kleine Winkel definiert wurde = — lim ee, häufig auch 


uU—0 tg u 
A Ba. | 
allgemeiner durch y’ =, — definiert, und daß mit der hier benutzten, in der 
1 
geometrischen Lichtoptik allgemein üblichen Vorschrift über die Vorzeichen- 


wahl der objektseitigen bzw. bildseitigen Neigungswinkel der Strahlen gegen 
‘die Achse 


bau, <z 0 


— 00 =Zy’<+ 1 bedeutet, daß der betreffende Strahl durch das optische 
System zur Achse ‚„konvergenter‘ gemächt wird, d.h.: seine 
Richtung bildseitig einen Winkel w’ mit der optischen Achse 
bildet, der größer ist als der Winkel u seiner objektseitigen 
Richtung mit der Achse. 


+1 & v' < + oo bedeutet, daß der betreffende Strahl durch das optische 
System zur Achse ‚‚divergenter‘‘ gemacht wird. 


Für u, > 0 gelten die umgekehrten Folgerungen. 


II. Brennweite und Brechkraft. Abbildungsformeln 


1.. Die Brechkraft 


z, und 2; seien jetzt die Abstände der Hauptpunkte des betrachteten Systems 
vom ersten bzw. letzten Flächenscheitel. Dann gilt: 


_—> — > — 
HO=a=—-0OH=— (OS+ SH =s,— 2, (A), 
— —— 
HO0'=ad=-H%6+80=8&,—2(H’). 


Damit wird nun bei Berücksichtigung von (16,1) und (16,5) 


a (MN —s n 1% 
er ee ed 
—qa 2, (MD) — sı N; 
denn nach Voraussetzung ist = Pr —=1. 
Erweitert man mit s,, so folgt 
[4 7 [4 
2; (H’)— 5% FL. NE 
=--— oo I 16 s . ; 
2, (HM) —sı z N, : 
Nach (13,3) ist 
[4 
De 
‚PS PY S; 
k j=1 I 
Somit wird 
4 , ’ [4 
A) —H a rl 
S H En “ me ° N Er . 
2] ( )—Sı j=1 $j j=2 $j 


Wählt man jetzt einen unendlich entfernt gelegenen Objektpunkt, d. h. 
| >00, dann ist 2,(H) <s,, kann also gegen s, vernachlässigt werden. Man 
erhält dann | 
(EN —s ; koc 
TE Im elf) ; HD 

ne $]> 00 


S1>50 1 ‘21 (H)—s, 5ı j=2 8; 


Unter I, 4 wurde nun definiert [vgl. (IT 4,1)] 


k 14 
_ JM , $j 
\ — [= „all, 3 
ko 522 lo 


— B Ä —— 
wobei HF = + f= — f, die objektseitige Brennweite ist, so daß /, = FH. 
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Damit wird nun, wenn der zu s, > 00 kKonjugierte Bildpunkt durch F’ bezeichnet 
und (bildseitiger) Brennpunkt genannt wird, 


, 


ei, 
N] 
Wir setzen: 
N) =f (=, 7). (111,2) 
Dann ist 


— 3 
SPF-SH-HSHSF=HF=f. 


f ist die bildseitige Brennweite, f= HF, definiert als Abstand des bildsei- 
tigen Brennpunktes (F’) vom bildseitigen Hauptpunkt (H’) des Systems. 


Es ist also nach (14,1), (IL 1,2). 


ed 
BEE EN, ar 111,3 
BUT]. . 
und: 
y | 
N Nr 
ne ze 111,4 
ee a 


D bezeichnet man als die Brechkraft des betreffenden optischen Systems, die 
es besitzt,. wenn das der ersten Fläche vorgelagerte Medium den Brechungs- 
index. n,, das der letzten Fläche folgende Medium den Berechnungsindex n; 
besitzt. | 


2. Lage von Objekt und Bild 


Mit Hilfe der Brennpunkte F, F’ und der Lage der Hauptebenen kann man 
die Lage des Bildes eines kleinen Objektes zeichnerisch bestimmen (Abb. 9), in- 
dem man von einem außeraxialen Punkt des Objektes einen achsenparallelen 
Strahl bis zum Schnitt mit der bildseitigen Hauptebene sowie einen durch den 
objektseitigen Brennpunkt gehenden Strahl bis zur objektseitigen Hauptebene 
zeichnet. Von diesen beiden Strahlen geht der erste bildseitig durch den bild- 
seitigen Brennpunkt, während der zweite bildseitig achsenparallel verläuft. 
Ihr bildseitiger Schnittpunkt ist der Bildpunkt des außeraxialen Objekt- 
punktes, das von ihm auf die Achse gefällte Lot das Bild des achsensenkrechten 


— 
Objektes. Kennzeichnet man die Entfernungen FO bzw. FO des Objektes und 


1 Ist bei einem optischen System die erste Fläche eine Planfläche, also r, = ©, 
wie dies z. B. bei Mikroskopobjektiven oft der Fall ist, so ist beis, = »o auch 
ı=8s= ©. Nun ist ,—=s] —d,, also 


$' d’ BD _ : k s’ 
214421, ale 1 Ei-|. .) 
j=3 8; = 
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Bildes von den Brennpunkten F bzw. F’ mit x bzw. «', so folgt 


_VY__W__JF 
ß mer (I12,1) 
also = 
»."=+ff=—hf . (II 2,2) 


Für die Winkelvergrößerung ergibt sich nun nach (16,3), (II 2,1), (II 1,3) 
und (II 2,2) 


‚ww m | ; 21 f | i N 
ZZ —gen Zn, ee ee und mi is 
. u m P x i N, 
eh mr 
de ’ n, f 
oder MR 
Ze | mit h=-T. (IT 2,3) 


Abb. 9. Zur Ableitung der auf die Brennpunkte als 
Bezugspunkte bezogenen paraxialen Abbildungsformel 
xx’ = ff’ sowie einer Formel für die Winkel- 
vergrößerung. 


Unter Il, 1 hatten wir gefunden 
a EN 
-—a aM. m" 


Dividiert man beide Seiten dieser Gleichung durch s; , so wird: 
ie. 
5 aM m 
k 
re IL! = 
Mit (13,3) = . Il z 
wird 


14 er ‚ 
% Al) —s 1 Sky 
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Fällt nun der Bildpunkt ins Unendliche, d. h. + > oo, dann ist (HZ) < 
und kann also gegen s; vernachlässigt werden. Man erhält dann | 


en ()  -U7R 
CR ce (H)—8ı > a (H)—sı „> x Sk; Re 


Il 


Es folgt also, da jetzt s, = s,(F) wegen s; > oo und demnach 


(2 D—5, M)y>.—Hs + f=HF=-+7=—f, (112,4) 
daß — analog zu (IL1,3) — "für f gilt: 


23 


(II 2,5) 


3. Berechnung der Brechkraft 
Unter (15,4) und (16,1) hatten wir gefunden 


[4 ı 
N, U, 2k — Sk Re Ya * Gr _ 
— und a, en k Br. Da: 
N Ur 2] — 5 m Yı 9ı m 


Verknüpfung der beiden Beziehungen ergibt 


[4 7 
une k / = +4 BL 
Sam une 8° gengr 25 
2,78 Ur 
e SE be 


Abb. 10. 


Aus der Figur (Abb. 10) folgt unter Voraussetzung kleiner Winkel: 


Mt lel , „I __ / 
Ga = Ur($ — 2%), also URS — Gr + Ur2k. 
Somit folgt: 
ER U Bi — U BL 
251 7} . zZ 
1-4 8% Yet Ur 2% 


Läßt man jetzt den Bildpunkt ins Unendliche fallen — also s} — co gehen —, 
dann geht u; — 0. Ferner kann man dann 2; gegenüber s; vernachlässigen, da 
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25 <s,. Wir erhalten somit: 
| 
| Zu Br (113,1) 
21 8/,— Yr 
Da nun hierin Y; wegen u, — 0 unabhängig von 2; und deswegen auch von 2, 


ist, kann man jetzt noch z, — oo gehen lassen. Dann kann man s; gegen 2, ver- 
nachlässigen und erhält: 


Nun war nach (14,1) 


j=2 7 


— —(ß; 2) >o- 


also auch 


Somit erhalten wir: 


+1=-.7 oder ed o 
Yk Yk f 
Dies in (II 3,1) eingesetzt, ergibt 
zu 
Br = (— A oo" =, 


Dieser Ausdruck gilt für beliebige 2,. 

Wählt man jetzt 2, so, daß es uns den Abstand ‚„objektseitig erster Linsen- 
scheitel — objektseitiger Hauptpunkt“ angibt, so wird &=fPy —=-+-1 [siehe 
(1 6,5)]. 


Dann folgt: = 
ne 
21 Sı/z,=2,(H) 
> oo 
EBENE — 1 9 
z(H)— sı(F) 
also 


— 
— f=2, (HD) —s, (P=8H—-8Sf=FH=+h=-f. 
Würden wir bei einem optischen System 
die „objektseitige Brennweite“ durch f,(— — f), 
die „bildseitige Brennweite‘ durch fa(= + f’) bezeichnen, 
wobei für ein „Konvex-System‘! f, und, >0, 
für ein „Konkav-System‘“? f, und fs <o ist, so würde (II 2,2) lauten 


= —hh=if. (11 3,3) 

ı D.h. für ein System, durch das die Konvergenz eines — von einem Punkt 
ausgehenden — Strahlenbüschels vergrößert bzw. die Divergenz verringert wird. 

2 D.h. für ein System, durch das die Konvergenz eines — von einem Punkt 


ausgehenden — Strahlenbündels verringert bzw. die Divergenz vergrößert wird. 


92 II. Brennweite und Brechkraft 


Entsprechend würde (II 1,4) lauten 


..W N N / 
Dr (-7)=4(=-7)- 11 3,4 

Ib / Jo i 
Die Bezeichnungen f, und f, sind aber in der Lichtoptik im allgemeinen nicht 
üblich, wohl aber in der Elektronenoptik. | 


4. Brechkraft zusammengesetzter optischer Systeme 


Wir fragen jetzt, wie sich die Brechkraft eines aus zwei Einzelsystemen zu- 
sammengesetzten Systems aus den Brechkräften' der Einzelsysteme berechnen 
läßt. | 

In der Figur (Abk. 11) bedeuten: 

H;,= objektseitiger Hauptpunkt bzw. Hauptebene des i-ten Systems, 
H}; = bildseitiger Hauptpunkt bzw. Hauptebene des i-ten Systems, 
F; = objektseitiger Brennpunkt des i-ten Systems, 

fi = objektseitige Brennweite des i-ten Systems, 

F; = bildseitiger Brennpunkt des i-ten Systems, 

% = bildseitige Brennweite des i-ten Systems, 

wobei :=1,2, 
F' = bildseitiger Brennpunkt des Gesamtsystems, 


HH, HM 


Abb. 11. Zur Berechnung der Brechkraft zusammengesetzter 
Systeme aus den Brechkräften der Einzelsysteme. 


a 

e — FiF, ist die sogenannte „optische Tubuslänge‘‘, eine Bezeichnung, die 
aus der Theorie der Mikroskope stammt und dort zur Unterscheidung 
des genannten Abstandes [also dort: des objektseitigen Brennpunktes 
des Okulars vom bildseitigen Brennpunkt des Objektivs] von der mecha- 
nischen Länge des dort benutzten ‚Tubus‘, d.h. des Rohres, gebraucht 
wird, an dessen einem Ende sich das Objektiv, an dessen anderem Ende 
sich das Okular befindet. 


d= H/H,= ‚„Hauptpunktabstand“ der beiden aufeinander folgenden 
Systeme. 
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Für einen achsenparallel einfallenden Strahl ist 
v=u—0, uU, , wu. 


Die Winkelvergrößerung des zweiten Teilsystems ist nach (II 2,3) und (II 2,2) 
gegeben durch: 


EB. A ee %g _m () 
2°. tg u tg Us x, N, N, 7, n, Ep ’ 
A 7 » Koeln a = (IT 4,1) 
2 : 


Für die Hauptpunkte des Gesamtsystems 4,H’ gilt nach (1 6,5) 

P=+1 und EN. 
Da in unserem Fall (wegen u, = 0) ) = j, ist, folgt für die bildseitige Brenn- 
weite f' des Gesamtsystems (? = H’F’): 


f= y = yı _hrtsu 
| tgu tg%w tg u) 
Mit (IL-4,1) 
‚_wun ee 
nun 
wird Kf : 
= = ne (II 4,1*) 
— mo, 
=— h—d+f. 
‚Damit wird: 
1 e —d+h—h 


Fin 
und die Brechkraft D, , des aus den Teilbrechkräften D, und D, mit dem Haupt- 


punktabstand H7H, = d zusammengesetzten Systems nach (II 3,4) 


ee 2-5— 5] 
u PRhlm nm 
: « cs H,B, 
Setzt man noch den auf „Vakuum (bzw. Luft) reduzierten Abstand‘ —— 
HH, d 
LE. NN; 
N, N, Ms 
so wird 


Il 1 
D.=D,-D,|5+7;—5| 


3 Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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oder — ——— 
Da=D,+D,—6.D,.D, jr (IL4,2) 


Mit Hilfe dieser Beziehung kann man auch schrittweise die Brechkraft des 
aus n Systemen zusammengesetzten Systems berechnen.! 


5. Die Abbildungsgleichung für die Lage von Objekt und Bild, 
bezogen auf beliebige konjugierte Punkte als Bezugspunkte 
sowie bezogen auf die Hauptpunkte als Bezugspunkte 


Es seien (Abb. 12) 


Se = = , 
— j zug oo 
PO -b, «=F0, € -=-FP, 0,0 Punktepaare, 


Sehe een 
0 F D p' F' 0 


Abk. 12. Zur Ableitung der auf beliebige konjugierte 
Punkte als Bezugspunkte bezogenen paraxialen 
Abbildungsformel. 


von denen etwa die zueinander optisch konjugierten Punkte P, P’ als ‚‚Be- 
zugs-Punktepaar‘‘ festgehalten, das Punktepaar 0,0’ dagegen als beliebiges 
konjugiertes Punktepaar betrachtet sei. Aus der Figur folst: 


—-E=b, "=. 
Damit wird nach (11 2,2) 


, 


it HN R-- eff, (5) 
1 k 
ö daß — da auch Beer | 
2 bb ED LED=0, 
also Far Zee 
| a Zaugg j (II5,1a) 

Da andererseits nach (II 2,1) 

‚__Ii__® u ee “n & 

f’ = u also B= 7 re 
und m 7 

Ee—1%.7.B zer nn 

are ng 


! Siehe z. B. J. PicHT, Zur geometrischen Optik inhomogener Medien. Zs. f. 
Instrkde 53, 274— 282, 1933 [Berechnung der Brechkraft der rotationssymme- 
trischen inhomogenen Linse des menschlichen Auges durch schrittweise An- 
wendung von (II 4,2)], sowie J. Pıc#kt, Zur Theorie der Elektronenoptik.- 
Zs. f. techn. Phys. 14, 239 — 241, 1933. 
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25 
so folgt aus (II 5,1) 


| 


N n.7.g._ "7a 
un ” 


also wird nach (II 5,1) 


— bb’ -. .b:]- BL — 
Pr 
Multipliziertt man mit — 


E g, 50 in sich die auf ein beliebiges konjugiertes 
Punktepaar bezogene a 


1 
D= = mm el E 7 oder, dd —=Bß:, 


D=,%—-7%'P: (II 5,2) 


Wählt man jetzt speziell für P und P’ die Hauptpunkte, dann gilt nach (1 6,5) 
P->H, PH; 
R=+1l, Ps]; 


. Drge.d . gg 
b>a mit a=H0, b’>«d mit d@=HoO. 


Damit folgt dann die auf die Hauptpunkte bezogene Abbildungsgleichung 


asp, (II 5,3) 
wenn rn (= n,) den Brechungsindex des Objektraumes, 
" (= n;) den Brechungsindex des Bildraumes bezeichnet 


6. Lage des bildsestigen Hauptpunktes eines aus zwei Einzel- 
systemen zusammengesetzten Gesamtsystems 


Es war [vgl. (II5,3)] 


— 
n, NM a4,=HO , 
D=-—— — mit Er 
a’, a, 14 /fY 

k a, —= H’O Ri 


Auf die Einzelsysteme des Systems unter Il 4 angewendet, lautet diese Be- 
ziehung: 


nl N 
1) D, z= — — 3 
1 Qa, 
wobei 


[4 / / [4 7 
a=H,0>X0 (wegens, >) und 4=H01=HiFi, 
3% 
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ferner 

vB n 
2) Ds = — — N 

Ü Ge 

wobei 

7 4 y4 7 J 
a,== H,0, = A,Fi, %= H;f! (wegen s|, >). 
Es ist also 


/ Er / ’ 
a,—= H,0} = H0, + HH, = — 4. 


Ferner sei 4 = H}H’, wo H’ = bildseitiger Hauptpunkt des Gesamtsystems. 
Nun ist 


ni Na N 1 
a ee Er a a 
N, 
m . N __R , 
Für a,>oo wird nun D=-,=5-; da n=n,. 
0a 04 
d d 
Beachtet man nun noch =, 
N], N 
| m Lo _ D, _D+D,-6D,D, 
so folgt Kar], aD iz0n .%8 
D, 
also 
a, _1-6-D, 1 ö-D, j 
Ta ae m 
2 f 1 H’F’ 
Nun It re a 
8 nz Dia Nny 
6-D £ 1 B;,F. FH DH 8 
Alsowid: ae en ee I ne u. 
Dis nz Dı: Ng Ng Ne ng 
‚6% 
= . (IL 6,2) 


Zee] 
h = H;H' ist der Abstand des bildseitigen Hauptpunktes des Gesamtsystems 
vom beldseitigen Hauptpunkt des zweiten Systems. 


7. Lage des objektiseitigen Hauptpunktes eines aus zwei Einzel- 
systemen zusammengesetzten Gesamtsystems 


Wir denken uns den Strahlengang in II 4 derart abgeändert, daß die Strah- 
len durch den objektseitigen Brennpunkt F des Gesamtsystems gehen, d.h., 
daß das Bild ins Unendliche fällt. 
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Es ist dann: Er ee; 
D Mm N, 4 =H,f=H,O, 

IT a =, 

a=Hı0i, 


a 
a %=H,01=H;0;, 

.— 
Der Abstand des objektseitigen else H des resamiusyelene vom 


objektseitigen Hauptpunkt ZA, des ersten Systems sei h—= H, 7,H. 
Dann ist 


zu — 
— FH + HH = — a,-+h, also =h+f, 


| 


ferner 
—— —— — 
— H,0/ = BAY) + HR = —d. 
Damit wird | 


nı __ n,__ N, 


a, 
(Wegen a, — co wird Da — 
Also wird “— ” ee 


Di +4 Kthrr 
ı ıIlın 1 nih+nif+m fi 

d ne or ee My 

FIR =: Rh+f w.hlh+n 


Da a, = ai — d ist, er 


a a GONE en nn h(k+f)—-m (k+fM)a-nıfhd 
"OO mh+tnmitnfi m(h+f)+tmf 


Damit wird, da a3 > oo (s. o0.), 


D BER L WERL en )tmAl 
. 92: @ nn htk+F)-meh+Nda— nd 
en n(k+Ntmf 
h(k+NM— -(h+Na-ch ’d 
____ Mb4ntmh dem Hd 
en 3 ni Di 


Kih+D—(h+Dd- md, 


D, 4 (k+N—D, (h+f)d — nd DM h+D—mh: 


also 
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Da nun ö= < und N > ist, folgt nach Zähler- und Nennerdivision 
1 1 1 
durch n7: | 
n, (5 -5;) n,D, (532) 
Al 0 “DD 
D, (5; —6 Ze 1 Zur 0; 1-2 + 1 
D, 
= 1-6:.D) n 6-D 
WEL Re. SL Lg 
a ae 
Da nun — l=5 = ist, folgt für HH H=h, den Abstand des objektseitigen 


Hauptpunktes = Gesamtsystems vom objektseitigen Hauptpunkt des ersten 
der beiden Teilsysteme: 


ö6-D 
h=n:: : I1 71 
RD: Er 
Setzt man — zu 2 nn ö analog — noch _ n und = —1/, so gelten die 
Beziehungen 
1-2 ud 7-4 (117,2) 


8. Die Hauptpunkte einer brechenden Fläche 


Bei nur einer brechenden Fläche fallen die Hauptpunkte im n Flächenscheitel Zu- 
N n—n 

—— =D 
8 Tr 


geht mit sa, s’ —= «a in die auf die Hauptpunkte a Abbildungs- 


sammen, denn die hierfür geltende Abbildungsgleichung — 


gleichung - — — — — D über. 


Folgerung hieraus: 


Bei einer einzelnen brechenden Fläche fallen die Hauptpunkte also beide in 
den Flächenscheitel, d. h. in den Schnitt der Fläche mit der optischen Achse. 
Da aber bei Einzelflächen jede durch den Krümmungsmittelpunkt gehende Ge- 
rade als optische Achse angesehen werden kann (die optische Achse ist — bei 
mehr als einer Fläche — die Verbindungsgerade der Krümmungsmittelpunkte), 
so ist die Hauptpunktsjfläche nicht eine achsensenkrechte Ebene, sondern sie 
ist gekrümmt, und zwar fällt sie mit der brechenden Fläche zusammen. 
‚Auch bei Systemen aus mehreren brechenden Flächen erhalten wir aus der 
Definitionseigenschaft der Hauptpunkte (P’ = 1) zwei (im allgemeinen nicht 
zusammenfallende) gekrümmte Hauptpunktsflächen,. wenn wir die Definitions- 
eigenschaft auf endliche Objekt- bzw. Bildgröße anwenden. 


Ill. Eine allgemeine Abbildungsiormei 


Wir leiten nachstehend noch eine sehr allgemeine Abbildungsformel ab, die 
zwar in erster Linie theoretisches Interesse besitzt, die es dafür aber anderer- 
seits erlaubt, durch bestimmte zweckentsprechende Spezialisierungen für alle 
möglichen paraxialen Größen geeignete Formelausdrücke zu gewinnen. 


1. Ableitung der allgemeinen Abbildungsformel 
Wir betrachten ein zentriertes optisches System, d.h.: alle Krümmungs- 


mittelpunkte der einzelnen brechenden Flächen liegen auf einer Geraden, der 
sogenannten Hauptachse. 


s%:Su0' 


Abb. 13. Zur Ableitung der allgemeinen Abbildungsformel. 


Aus der Figur (Abb. 13) — in der O, 0’ sowie A, B konjugierte Punktepaare 
seien — folgt: 


b, 1 7 . 
=; uU = (paraxialer Strahl); 
t, j ’ 7 
w, | Wr ——i7y 
21 2% 
Nun gilt nach (15,3) N, U Yı = Na Ur Yk- 
Da nun 
7 / 
Yyı= (2 —81)Wı» Yr = (2 — 5%) Wr. 


1 


ist, wird N, Ur (21 — 51) Wı = N Ur (2: — 5%) WE , 
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/ 7 
also them ——hui, 
2.—- 5 nn hub 2 —8s 
kt°% 1 1°ı ı °ı 
u (IT1,1) 


a ER 
ZE "Sk NE LE 27°Sı 
Ferner gilt: 
8; — S;O E 
yr 
541 +1 Ö ’ 


ie 
d; = 8; 8541 


BEER — 
+1 = 80 + 85418; 
Abb. 14. Zur Berechnung von =d-—d. 
„Übergangsgrößen‘“. 
Aus der Figur (Abk. 14) folgt: 
t; 2. Ss d. j 
Ei 7 . In (IIL1,2) 
L; 5j S; 
1 =. t; +1 >= di; 
8 
5 d_ 
oder auch BE. an = (III1,3) 
b_1 Sj—1 


Ebenso muß sich eine Beziehung zwischen den z und den £ ergeben: 


De (III1,4) 


=— . 
2 —1 


Aus (III 1,3) und (III 1,4) folgt: 
ee un 1 


27 9 
u_1 Lb_1. 


L;_ Te : . 
Mit de multipliziert, ergibt sich 


Unter Berücksichtigung von (III 1,1) folgt hieraus 


r Py Fi 
L; G_1 um Lt, ‚ ZT 
a 1 e 
2,5] 


Fu nee ’ 
5; b-1ı M%-ı Gü-ı 


Die Gleichung gilt von Fläche zu Fläche, d.h. für alle Werte j—= 2,3,...,k- 
Bildet man die. Summe über alle diese Gleichungen (für j—=2 bis j=k), so 


1. Ableitung der allgemeinen Abbildungsformel al 


folgt, da für achsennahe Strahlen ; = 4% (=) und, = 4% (= $,) ist: 


7n i, 5 2 d;_ı 
= +mhb j 7 Tr 
Le 5 ; ,y;-ı L;b;_ı 
Mit 
di_ı k—-1 Ö: k—1 Ö 
——=Öö_, und = —— — 
N;—1 j-1 b; ‚+1 el b; 641 
u 0 
wird 
170 Ik ; 27 —8 
en, —.-—h,, (III 1,4*) 
b, 21 iı  2,°8 


Aus (III 1,1) folgt weiter: 


- 14 7 , 


a NZZ ! f . 
t; N, 2], —Sı ?%rk°'Sk L, 


Multipliziert man die beiden letzten Gleichungen miteinander, so folgt 


14 / , ! / 1 
N: 27° KH l\ NEE Ss) (N? 
1l=—. .—— | —) Dr. 


[4 14 j 
L, 2% ° 5% 2 t, 


Daraus erhalten wir die allgemeinste Abbildungsformel, die wohl von BEREK 
erstmalig abgeleitet wurde: 


(III 1,5) 


| 
.< ne 
| 


t 
In dieser Abbildungsformel sind die - ‚aber nicht mehr die ir enthalten. Ist 
1 


h 
t 
der Strahlengang für den Objektabstand s, durchgerechnet, sind also Fr und 


1 


L; 
alle übrigen z für die Berechnung von d; bekannt, so kann für jeden anderen 
i 


Me * 
Objektabstand 2, der Bildabstand 2; berechnet werden. Die 3 ergeben sich 


aus der paraxialen Durchrechnung, denn es gilt nach (III 1,2): 


+1 Sj+1 
= / 
Daraus folgt 
ud I Card I Dr Fr (T1,0) 
Fer zz 7 == z , ; 
Zen a7 Ser 7 7? 
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2. Anwendungen der allgemeinen Abbildungsgleichung 


a) Berechnung der Brennpunkte in bezug auf die Linsenscheitel: 

Es sei für irgendein s die s- Durchrechnung vorausgesetzt. Ferner sei 24 — oo 
angenommen, dann ist 2, = 2,(F) = sr F der Abstand des objektseitigen 
Brennpunktes des Systems vom ersten Flächenscheitel. 

Aus der allgemeinen Abbildungsgleichung (III 1,5) folgt mit 2% — oo: 


2% [1e\® 1 
in (a) tm 


n, \t Sn In Keen 
5] SE 
oder 
1 N, 71 
1 el) 
5] 2] (F) 
also 
= 1 
a2 1 
An es (III 2,1) 
N 
N% 177 


Geht jetzt auch s; >00, so rückt das Objekt in den Brennpunkt, d.h.: es wird 
se me, 
a P)=(Sf=80)-= 8. 
Dies folgt auch aus der obigen Beziehung. 
Für 2, > oo ergibt sich entsprechend aus (IIl 1,5) 
1 
1 (al (IIL 2,2) 


Ay, = ’ 
$% tn dr Nr \ı 


2; (F’) = 


Für 8, > oo ergibt sich hieraus — wie es sein muß — 
—— 
a F\=SF—=S. 
b) Berechnung der Brechkraft: 
Für die laterale Vergrößerung galt nach (II21) = — "= ‚ wobei 
—— — —— 
x — FO’ = 50 + FS,. = Ss — 2% (F') r 


ı /ı 

HD ; KH 8°; 

Ferner gilt: 
‚,_ MU _ 
%=7, [vgl (15,4)] 
RE 

77 . N, 4 &% 
Da nun =, Wr ist, wird BD an 

8, Sr nr &. 5 
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Aus = 7 folgt 
pe mel m, 
Ps OR u N, GL \ 2% 
N 5 
also 
nr mh 1 l 
Fed 
5% 
Nach (III 2,2) gilt 
1 


4 (P) =  ——— 


1 N, (“ ) j 
+ 19 dr m \he 


Für 1 2 I setzen wir den Wert aus der Abbildungsformel (III1,5) ein. 
4% 
Dann folgt 
nm De “ (2) 1 (&) 
f == Ss % $, s, + N, d% N, t; N, \ı Ti +n, d ; 
5 2% 


4 
Für 2, — oo geht dies über in 


' i , 2 
Pre [= een ne atmdW- u)’ 


/ 5 & % SS +nd, nn, &r 
“fat _ Au (III 2,3) 
! eh 5% N () 
N, 
77 N, En 
1+25 a 
| De 8] k %. 
21 
Es ist also 
N, 
' Au — | 
D--7.2(1+=0) =, (III 2,4) 
ff ah Sı ir 
2, 


Wenn die Strahlen parallel einfallen (d. h. s, > oo), so wird: 


! 4 
N% N, . N 17 
== 1777 lim er 
f —f s,> Sr t, 


D 
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Da nun nach (IIl1,6) 


ist, wird 


N k—1i eG = k rY 
1 / [ u 1 ’ Hi u . 
Erseur?! == Sr - Ze — 8] _— e (III 2,43) 
2 u=1 Su+l 5170 N 2 Suls >00 


Dieser Ausdruck wurde schon in I 4 unter ganz anderen Gesichtspunkten ab- 
geleitet. 


c) Hauptpunkte: 
Es gilt 
—H 5 i 
Fehr S,F’+ H’S; ——%%k (F’) 2% (Z’) 3 
denn 
—— —— 

S;H’ = 2; (H’) und SF =#(F). 

Nach (III 2,2) gilt nun. 


StR d% N [UN 
ur Arn 
und nach (III 2,3): 
y 9% u fstmd% N [di\® , 
et 


Damit wird 


also 


4 )=r|* (1+22.)-1]. (III 2,5) 
Ebenso ergibt sich: | 
re 
+/=HF=8,F+H8,=2 (P)—2,(H), 


denn 
er = —— 


Also 
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In (III 2,1) haben wir einen Ausdruck für 2,(F) gefunden, der — noch 
umgeformt — sich schreiben läßt: 


N, N L, = d 
SIT SkI | — NR D%% 
FE Nk 177 


und entsprechend (III 2,4) für D: 


N a 77 N N, Lt 
D--2.2[ I, 2.2. 
-—! & L, + 5 ö 5 % 
Damit wird 
am-+l2 7, (III 2, 6) 
und folglich ergibt sich, da ja (HH) — 2, (M)=— f,d.h.: 
2, (F 
m) 
ist, 
A ; t 
- @=--f- ee 1]. (IIT 2,7) 
.& 172 


Für den Abstand der beiden Hauptpunkte des Systems folgt: 
H = objektseitiger Hauptpunkt, 
H’ = bildseitiger Hauptpunkt, 


=——— ——> => =—# 
HH’ = HS, -/- 878: SH’ 


Le ne 
j= 
SH’ —= 2x (H’) 
os k—1 
Demnach: HH’=—z2, (H)-+A4(H) +2 d 
1 
und mit (III 2,5) und (III 2,7) 
‚__ | _[%.%, ' “(® ie Ra -1)] De 
ae il F Y i ae En t, , Fr . 9: 
also 
—ı el „_.: Li. 1 1 N t, Le : 
e— —— 2 en Al ee ; III 2,8 
an P2E ic 2 dr ( En = P | 8) 


ließ sich ebenfalls bereits durch die Werte der einen Strahlendurchrechnung 


——> 
angeben [siehe (III 2,4a)], so daß damit auch der Abstand HH’ der beiden 
Hauptpunkte des Systems mit (III 1,5) berechenbar ist bzw. in (III 1,5), der 
allgemeinen Abbildungsformel, als Spezialfall enthalten ist. 


IV. Strahlenbündel endlicher Öffnung bzw. endlicher Hauptstrahlneigung 
gegen die Achse des abbildenden Systems 


1. Vorbemerkungen 


Die bisher durchgeführten Betrachtungen und die aus ihnen gewonnenen 
Formeln bezogen sich auf paraxialen Strahlengang, d. h. auf „Strahlenoptik 
erster Ordnung“, da bisher alle Größen, die klein von zweiter und höherer 
Ordnung sind, konsequent vernachlässigt wurden. Wir wurden so zu den 
Grundformeln und Grundgrößen — den ‚Kardinalgrößen‘ oder ‚„Kardinal- 
elementen‘‘ — optischer Systeme geführt. 


In der praktischen Anwendung optischer Systeme handelt es sich aber fast 
stets um Strahlenbündel größerer Öffnung.und um Strahlen größerer Neigung 
gegen die Achse des optischen Systems bzw. gegen die Flächennormalen der 
brechenden Flächen. _ 

Dabei kann die „Öffnung“ des abbildenden Strahlenbündels (bzw. bei meh- 
reren Objektpunkten: der abbildenden Strahlenbündel) bei einfachen Linsen 
z. B. allein durch die Größe (— also durch die Berandung —) der Linse bedingt 
sein. Im allgemeinen aber, besonders bei komplizierten optischen Systemen, wird 
die Öffnung der abbildenden Strahlenbündel, also der für die Abbildung tat- 
sächlich ausgenutzten Strahlen der vom abzubildenden Objektpunkt aus- 
gehenden Strahlengesamtheit, durch besondere ‚Blenden‘ bestimmt. Dies 
sind lichtundurchlässige materielle Scheiben (oder doch scheibenähnliche An- 
ordnungen), die eine — im allgemeinen kreisrunde und zur Systemachse zen- 
trische — Öffnung besitzen, so daß nur die auf diese Öffnung treffenden Strah- 
len zur Abbildung beitragen können, während alle die Blende außerhalb ihrer 
Öffnung treffenden Strahlen in dieser „abgeblendet‘ (und absorbiert) werden. 

Diejenige (materielle) Blende oder Linsenberandung, deren objektseitiges Bild 
vom Achsenschnittpunkt des Objektes aus unter dem kleinsten (räumlichen) 
Öffnungswinkel erscheint, bezeichnet man als. „Öffnungsblende des abbildenden 
Systems‘ (mit Bezug auf den betreffenden Objektabstand). Ihr objektseitiges 
Bild bezeichnet‘ man als „Eintrittspupille“ (EP), ihr bildseitiges Bild als 
„Austrittspupille“ (AP) des abbildenden Systems, und zwar wieder: mit Bezug 
auf den betreffenden Objektabstand. 

Da auch alle Linsenberandungen als Blenden wirken, so wird im all- 
gemeinen ein von einem außeraxialen Objektpunkt ausgehendes Strahlen- 
bündel durch das Zusammenwirken der eigentlichen materiellen Blende und 
‘der Linsenberandungen in seinem Querschnitt so ‚„abgeblendet‘, daß jener 
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Querschnitt des betreffenden durch das optische System hindurchgegangenen 
Strahlenbündels nicht mehr kreisförmig sein wird, sondern ein von zwei Kreis- 
oder Ellipsenbögen begrenztes Bogenzweieck darstellt. Man spricht in diesem 
Fall von einer ‚„Vignettierung‘‘ des abbildenden Strahlenbündels. 

Solange eine solehe Vignettierung des abbildenden Strahlenbündels nicht 
vorliegt, bezeichnet man den dureh die Mitte der Blendenöffnung hindurch- 
gegangenen Strahl äls den ‚Hauptstrahl‘‘ des Strahlenbündels. Dabei ist dieser 
Hauptstrahl also gewissermaßen ‚‚Schwerstrahl‘ des Strahlenbündels, da er alle 
kreisförmigen Querschnitte in ihrem Schwerpunkt (Mittelpunkt) durchsetzt. 

Tritt indessen Vignettierung ein, so ist nicht der durch die Blendenmitte gehende 
Strahl Hauptstrahl des abbildenden Strahlenbündels, sondern derjenige Strahl, 
der bildseitig der ‚‚Schwerstrahl‘‘ — in der angegebenen Bedeutung — ist. 

Wir behandeln daher in diesem Abschnitt Strahlenbündel endlich großer 
Öffnung bzw. Strahlen endlich großer Neigung gegen die Achse bzw. die 
Flächennormale (im ‚Einfallspunkt‘‘ der Strahlen, in dem diese die brechende 
Fläche treffen) und geben hierfür zunächst die für die praktische Durch- 
rechnung erforderlichen Durchrechnungsformeln sowie hierfür geeignete 
Rechenschemata an, wie sie sich bei logarithmischer Durchrechnung als vor- 
teilhaft erwiesen haben. Für, das Rechnen mit der Rechenmaschine wird man 
die Schemata zweckentsprechend zu ändern haben. 

Wir werden dabei erkennen, daß die von einem Punkt ausgehenden Strahlen 
nach dem Durchgang durch das optische System im allgemeinen nicht wieder 
alle durch einen Punkt hindurchgehen bzw. — bei einem ‚‚nicht reellen‘, bei 
einem ‚virtuellen‘ Bild — nicht wieder alle von einem Punkt, eben dem soge- 
nannten ‚virtuellen Bildpunkt“, herzukommen scheinen, sondern daß Ab- 
weichungen von dieser ‚idealen‘ Strahlenvereinigung, wie sie sich bei Ab- 
bildung durch ‚paraxiale Strahlenbürdel‘“ ergibt, auftreten. Diese Abwei- 
chungen von der idealen (reellen oder virtuellen) Strahlenvereinigung sowie 
die sich hierdurch — bei Abbildung von Objekten endlicher Größe — er- 
gebenden Abweichungen der Bilder jener Objekte von der Objektähnlichkeit 
bezeichnet man als ‚„Abbildungsfehler‘“ des optischen Systems, wobei indessen 
diese Abbildungsfehler nicht allein von dem optischen System abhängen — 
also mit der oben gebrauchten Bezeichnung keine „Systemkonstanten”, keine 
systemkonstanten Eigenschaften sind, sondern wesentlich auch von der Lage 
und Größe des abzubildenden Obj ektes abhängen. 

Bevor wir die oben bereits erwähnten Rechenschemata angeben, wollen 
wir uns kurz — in IV 2 — einen allgemeinen Überblick über die möglichen 
Abbildungsfehler und ihre charakteristischen Merkmale verschaffen, soweit 
sie in den Grenzen der „Abbildung dritter Ordnung‘ auftreten können, also 
dann, wenn die Abstände der abzubildenden Objektpunkte von der Symmetrie- 
achse des abbildenden Systems und die Neigungswinkel der abbildenden 
Strahlen gegen jene Achse zwar nicht mehr so klein sind, daß man alle Po- 
tenzen jener Größen oder ihrer Produkte, die von höherer als der ersten Ord- 
nung-sind, vernachlässigen kann, aber doch noch klein genug sind, um alle 
Potenzen oder Produkte, die von höherer als der dritten Ordnung sind, ver- 
nachlässigen zu dürfen. 
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Es muß hier vielleicht besonders erwähnt werden, daß bei rotationssymme- 
trischen Systemen die genannten Größen — Achsenabstände und Neigungs- 
winkel gegen die Achse — nur als Potenzen bzw. Potenzprodukte von.ungerader 
Ordnung auftreten, so daß man es nur mit ‚Abbildungen erster, dritter, fünf- 
ter, ... Ordnung“ bei derartigen Systemen zu tun hat. 


2. Allgemeines über Abbildungsfehler; ihre charakteristischen 
Merkmale 


a) Sphärische Aberration! (s. Abb. 15) 


Lichtstrahlen, die von einem Achsenpunkt ausgehen und durch ein optisches 
System hindurchgehen, schneiden die Achse nach dem Durchgang durch das 
optische System im allgemeinen nicht im gleichen Punkte; vielmehr ist der 
Schnittpunkt der durch das System hindurchgegangenen Strahlen mit der 
Achse von ihrer Einfallshöhe und demnach von ihrer Neigung gegen die Achse, 
dem „Öffnungswinkel‘‘ des betreffenden Strahles, abhängig. Er entfernt sich 
zunächst mit wachsender Einfallshöhe immer mehr von dem Punkt O0’, der 
sich als Schnittpunkt des paraxialen Strahlenganges ergibt, um für größere 
Einfallshöhen evtl. wieder umzukehren. Es entsteht statt eines punktförmigen 
Bildes eine ‚‚Bildfläche‘“ (Kaustik), die symmetrisch zur optischen Achse liegt. 
Man: bezeichnet diesen Fehler als ‚sphärische Aberration‘“, oft auch — da er 
nur vom Öffnungswinkel der Strahlen, nicht aber vom Achsenabstand des Ob- 
jektpunktes abhängig ist — als „Öffnungsfehler‘‘ und unterscheidet positive 
(Abb. 15 A) und negative (Abb. 15 B) sphärische Aberration, von denen die 


Abb. 15. Zur sphärischen Aberration (= Öffnungsfehler). 


4. Positive Aberration oder Unterkorrektion, B. Negative Aberration oder Überkorrektion 
mit Darstellung der Kaustik (Brennfläche) als mit sphärischer Aberration behaftetes Bild eines axialen 
Objektpunktes. Dabei ist die einfachste Form der sphärischen Aberration (As’) angenommen, nämlich 
daß sie — etwa als Funktion des Neigungswinkels u’ der abbildenden Strahlen gegen die Achse oder als 
Funktion der Einfallshöhe 3 (bzw. ) — durch ein einziges Glied [z. B.: As’ = a - tg?w’ (zz au’?)] darstell- 
bar ist. Ist hiera < 0, so liegt Unterkorrektion (A) vor, ist @> 0, so handelt essich um Überkorrektion (B). 


2 Vom lateinischen „aberrare‘“ = abirren, abschweifen. Die Abweichungen der 
Strahlen von dem idealen, dh. bildseitig bildfehlerfreien Verlauf bezeichnet 
man daher allgemein als „Aberrationen‘‘ der Strahlen bzw. der Strahlen- 
bündel, wobei man — bei rotationssymmetrischen Systemen — von Aber- 
rationen 3., 5. usw. Ordnung spricht. (Vgl. Schluß der „Vorbemerkungen“ 
IV 1.) 
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erste auch oft als ‚‚Unterkorrektion‘‘,. die zweite als ‚Überkorrektion‘‘ be- 
zeichnet wird. Beide Arten der Benennung erklären sich dadurch, daß die ein- 
fachsten Linsen sowie einfache, nicht besonders korrigierte Linsensysteme eine 
sphärische Aberration nach Abb. 15 A besitzen, die man — je größer sie ist — 
mit einem um so größeren (positiven) Zahlenwert angibt, der bei „Korrektion“ 

herabgedrückt wird und zu Null gemacht werden soll. Übertreibt man die Kor- 
rektion (,„Ü berkorrektion ), so wird der den ‚Aberrationsbetrag angebende 
Zahlenwert ‚negativ‘. Solange sie noch ‚‚positiv‘“ ist, ist das System noch nicht 
ausreichend korrigiert, also noch ‚‚unterkorrigiert‘“. 

Die Bezeichnung dieses Fehlers als „sphärische Aberration‘‘ wurde und wird. 
auch heute noch oft dahin erklärt, daß man sagt, es handele sich hier um einen 
Fehler, der durch die Kugelflächengestalt der brechenden (oder spiegelnden) 
Flächen bedingt sei. Diese Erklärung oder Deutung des Namens dieses Fehlers 
ist aber irreführend. Auch bei Flächen, die nicht die Gestalt von Kugelflächen 
haben, tritt im allgemeinen dieser Fehler auf, wenn es auch bestimmte Flächen 
gibt — die sogenannten ‚Cartesischen Flächen“, die in Abschnitt XII kurz er- 
wähnt werden und zu denen (für bestimmten Objekt- und Bildpunkt) die ro- 
tationsellipsoidischen und die paraboloidischen Spiegelflächen gehören —, die 
für bestimmte Objektpunkte frei von sphärischer Aberration sind. 

Tatsächlich besagt die Fehlerbezeichnung „sphärische Aberration‘‘, daß es 
sich hier um den (einfachsten) Fehler handelt, durch den die von einem Punkt 
ausgehenden, ursprünglich Kugelflächengestalt besitzenden Wellenflächen eine 
(rotationssymmetrische) Deformation, also eine Abweichung von ihrer „sphä- 
rischen“ Form, ihrer Kugelflächenform, also eine ‚„sphärische Aberration‘“ er- 
fahren. 


b) Verzeichnung (s. Abb. 16) 


Man nennt eine (durch enge, d. h. wenig geöffnete Strahlenbündel ver- 
schieden großer — auch endlicher — Hauptstrahlneigung erzeugte) Abbildung 
verzeichnungsfrei, wenn die Vergrößerung für alle Linien- oder Flächen- 
elemente des achsensenkrechten ebenen Objektes den an Wert besitzt, 


__%ı 


also konstant ist. Für die Verzeichnungsfreiheit muß also gelten ee 


y, und %, die Größen zweier Objekte sind, die der gleichen Objektebene an- 
gehören, und %,= cy,, wo c eine beliebige Zahl ist. 


l 2 
Abb. 16. Zur Verzeichnung. 


Die Verzeichnung, also die Abhängigkeit der Vergrößerung eines linearen achsensenkrechten' Objektes 

von seiner Größe, dem Abstand seiner Punkte von der optischen Achse, wird besonders deutlich bei 

Abbildung eines zur Achse senkrechten und symmetrisch gelegenen Quadrates. Nimmt die Vergrößerung 

mit zunehmendem Achsenabstand ab, so ist das Bild des Quadrates „tonnenförmig“ verzeichnet (1), im 
entgegengesetzten Fall dagegen „kissenförmig‘‘ (2). 


4 Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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‘Gilt diese Bedingung nicht, so muß man zwei Fälle unterscheiden: 


&) Die Vergrößerung nimmt ab mit zunehmendem Achsenabstand des Obj ekt- 
elementes. Diese Art der Verzeichnung nennt man tonnenförmig, denn ein 
Quadrat wird als tonnenförmige Figur abgebildet. 


ß) Die Vergrößerung wächst mit zunehmendem Achsenabstand des Objekt- 
elementes. Diese Art der Verzeichnung nennt man kissenförmig, denn ein 
Quadrat wird als kissenförmige Figur wiedergegeben. 

[Bei Abbildung mit weit geöffneten Strahlenbündeln sind die Bilder der 
außerazialen Objektpunkte natürlich ebensowenig ‚„punktförmig“ wie das mit 
sphärischer Aberration behaftete Bild desaufder Achse liegenden Objektpunktes]. 


c) Astigmatismus (s. Abb. 17) 


Wir betrachten jetzt ein nur wenig geöffnetes Strahlenbündel, das von einem 
(weit) außerhalb der optischen Achse liegenden Objektpunkt ausgehen soll 
und dessen räumliche Öffnung von einer achsenzentrischen Blendenöffnung 
bestimmt werde, die sich in einem bestimmten Abstande von dem Objektpunkt 
befinde. Der durch die Blendenmitte gehende Strahl sei (s. IV 1) der Hauptstrahl 
des betreffenden abbildenden Strahlenbündels. Da das Strahlenbündel schief 
auf die brechenden Flächen fällt, kann man sich jetzt nicht mehr auf die 
ebene Betrachtungsweise, also auf die Untersuchung der Strahlen einer durch 
‘die Symmetrieachse des abbildenden Systems gelegten Ebene, einer soge- 
nannten Meridianebene, beschränken. Man betrachtet daher zwei ausgezeich- 
nete Ebenen durch den Hauptstrahl des abbildenden Strahlenbündels, die 
„meridionale‘“‘ oder „tangentiale‘“ Ebene (Zeichenebene) und die dazu senk- 
rechte ‚sagittale‘‘ Ebene. Man bekommt jetzt im allgemeinen keinen Brenn- 
punkt, sondern zwei in den betreffenden Ebenen liegende Brennlinien. Dort, 
wo sich die sagittalen Strahlen — näherungsweise — in einem Punkte schnei- 
den, ergeben die tangentialen (meridionalen) Strahlen. eine in der Tangential- 
ebene (= Meridionalebene) liegende Brennlinie und umgekehrt. Dieser Fehler, 
den man als Astigmatismus bezeichnet, wird im allgemeinen um so größer, je 
weiter sich der Objektpunkt von der optischen Achse entfernt. 


d) Bildfeldkrümmung (s. Abb. 17) 


Dies hat zur Folge, daß man für verschiedene Neigungswinkel der Haupt- 
strahlen gegen die optische Achse und dementsprechend für verschieden weit 
von der Achse ‚entfernte Punkte eines ebenen Objektes in den betreffenden 
(Meridian- bzw. Sagittal-)Ebenen bestimmte astigmatische Bildpunkte er- 
hält, die verbunden die sogenannten astigmatischen Bildkurven bzw. Bild- 
flächen ergeben. Auf der ‚‚meridionalen‘ Bildfläche ist jeder Punkt des achsen- 
senkrechten Objektes als ‚sagittale‘“ Bildlinie, auf der ‚‚sagittalen‘‘ Bildfläche 
dagegen als ‚‚meridionale‘‘ Bildlinie und auf einer ‚mittleren‘ Bildfläche als 
kleines kreisförmiges Scheibchen abgebildet. 


e) Koma (s. Abb. 18) 
Man betrachte wieder einen außerhalb der optischen Achse gelegenen Objekt- 
punkt, lasse aber jetzt auch endlich geöffnete Strahlenbündel zu. Man bekommt, 
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Abb. 17. Schematische Darstellung des meri- 
dionalen und sagittalen Schnittes durch ein 
von einem außeraxialen Objektpunkt aus- 


4% 


Nach dem Durchgang durch 
das optische System ändert sich 
im allgemeinen der Querschnitt 
des Strahlenbündels in den beiden 
genannten Schnitten verschieden- 
artig, und zwar derartig, daß er 
einmal zu einer in der Sagittal- 
ebene, einmal zu einer in der Meri- 
dionalebene (= Tangentialebene) 
liegenden Kurve entartet, die in 
Sonderfällen auch geradlinig sein 
kann undin erster Näherung (bei 
wenig geöffneten Strahlenbündeln) auch als gerad- 
linig angenommen werden kann. Diese ‚„entarteten‘“ 
Querschnitte sind die ‚„meridionale‘‘ (oder ‚„‚tangen- 
tiale‘‘) sowie die „sagittale‘“ Bildlinie. An den-anderen 
Stellen sind die Querschnitte des bildseitigen Strah- 
lenbündels — das objektseitig durch eine kreisförmige 
Blende begrenzt angenommen sei — im allgemeinen 
elliptisch, wobei die große Achse der Ellipse in der 
Umgebung der Bildlinien die Richtung der beirefjen- 
den Bildlinie hat. Zwischen den beiden Bildlinien liegt 
1. eine Stelle, an der das Strahlenbündel kreisför- 
‚migen Querschnitt besitzt, und 
2. eine Stelle, an der der Querschnitt des Strahlen- 
bündels einen extremalen (und zwar einen maxi- 
malen) Flächeninhalt (geometrisch-optisch betrach- 
tet) besitzt. [An den Stellen der Bildlinien ist der 
en „Flächeninhalt‘‘ ja gleich 
ull. 
Die Stelle exiremalen Querschnitts liegt — längs 
des bildseitigen Hauptstrahls gemessen — genau in 
der Mitte zwischen den beiden Brennlinien und ist im allgemeinen elliptisch mit den beiden Achsenlängen 


abbildendes System 


\den Querschnitt des abbildenden 
Strahlenbündels begrenzende 
Blende 


gehendes Strahlenbündel. 


1 1 
b, = 5 ds undd, = = b;, wenn db; und db; die Längen der sagittalen bzw. tangentialen Bildlinie angeben. 


b.b 
86 ind hat von der tangentialen 


Die Stelle kreisförmigen Querschnitts hat den Durchmesser de; = 
3 to 


ab 
Bildlinie den Abstand > t. ‚„ von der sagittalen Bildlinie den Abstand 7 2 
b;+bt bs+bt 


seitige Abstand beider Bildlinien ist. — Für 5; = b; fallen ‚„kreisförmiger‘‘ \ 


‚ wenn a der gegen- 


Querschnitt und ‚„extre- 
maler“‘ Querschnitt zusammen, während sie im allgemeinen etwas verschiedene. Lage und etwas 
verschiedenen (geometrisch-optischen) Flächeninhalt besitzen. — Die Stelle kreisförmigen Quer- 
schnitts pflegt man als „Stelle engster Einschnürung‘‘ zu bezeichnen, obwohl hier der Flächeninhalt | 
annähernd gleich oder sogar gleich dem maximalen Flächeninhalt der Querschnitte des Strahlenbündels 
zwischen den beiden Brennlinien ist. Doch ist an dieser Stelle das ‚„‚Bild‘‘ des Objektpunktes am geringsten 
„verzerrt‘‘, nämlich ein kleiner kreisförmiger „Bildfleck‘“‘. Den geometrischen Ort der Mittelpunkte der 
so definierten „Stellen engster Einschnürung‘“ für die verschiedenen außeraxialen Objektpunkte be- 
zeichnet man als ‚„‚mittlere Bildfläche‘‘, die geometrischen Orte der jenen Objektpunkten zugeordneten 
„sagittalen‘‘ bzw. „meridionalen‘‘ Bildpunkte, also der Mittelpunkte der „tangentialen‘‘ bzw. „sagittalen‘“ 
Bildlinien, bezeichnet man als „sagittale‘“ bzw. „meridionale“ (= „tangentiale‘‘) Bildfläche. Die ‚‚mittlere 
Bildfläche‘ stellt daher das ‚Bild‘ einer achsensenkrechten Objektebene dar und ist. im allgemeinen selbst 
nicht eben, sondern gekrümmt. Man bezeichnet die Krümmung. der Bildfläche als die ‚‚Bildfeldwölbung‘“, 
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auch bei diesen außeraxialen Lichtbündeln sphärische Abweichungen (s. o.), 
die ihrerseits Abweichungen von den astigmatischen Bildkurven hervorrufen 
und zu einem eigentümlichen Fehler Veranlassung geben, der dem Bilde eines 
solchen außeraxialen Objektpunktes kometenartiges Aussehen gibt, derart, 
daß das Bild des betreffenden Punktes die Gestalt eines radial verschmierten 
.Fleckes ist, der an der Stelle des idealen Bildortes etwa punktförmig ist, sich 
aber entweder radial nach außen oder radial nach innen — d.h. zur. Achse 
hin — verbreitert, wobei die Intensität mit zunehmendem Abstand vom 
idealen Bildort abnimmt. Man bezeichnet diese Fehler als „Koma“ oder 
„Komafehler‘. 
Bild mit 

Objekt Außenkoma Innenkoma 


v ® 6 


Abb. 18. Schematische Darstellung des Komafehlers (im engeren Sinne). 


Verlauf der von einem außeraxialen Objektpunkt ausgehenden Meridionalstrahlen bei (objektseitig) 
endlicher Öffnung des Strahlenbündels. 


f) Gelegentlich spricht man noch von dem sogenannten ‚‚Dreistrahlfehler“‘ 
sowie von dem ‚Rinnenfehler‘‘. Bei beiden handelt es sich aber nur um Teil- 
fehler des Komafehlers, also um Fehler, die sich ergeben, wenn man nur spe- 
zielle Strahlen der den Komafehler ergebenden bzw. besitzenden Strahlen- 
bündel herausgreift. Betrachtet man z. B. nur diejenigen Strahlen eines mit 
dem Komafehler behafteten Strahlenbündels, die objektseitig in einer durch 
den Hauptstrahl des abbildenden Strahlenbündels senkrecht zur Meridian- 
ebene des Hauptstrahls gelegten Ebene verlaufen, so bilden diese Strahlen, 
diese — objektseitig ebenen — Strahlenbäschel bildseitig eine Art „Rinne“, 
wie dies Abb. 19a andeutet, deren a äber auch von der Achse 
weg gerichtet sein kann. 


Betrachtet man dagegen aus jenem mit dem Komafehler behafteten Strahlen- 
bündel 3 Strahlen, von denen zwei spiegelbildlich zur Meridianebene, der dritte 
dagegen zu einem der beiden ersten Strahlen spiegelbildlich mit Bezug auf 
den Hauptstrahl, zu dem anderen der beiden ersten Strahlen spiegelbildlich 
mit Bezug auf die durch den Hauptstrahl senkrecht zur Meridianebene gelegte 
Ebene, die sogenannte ‚Sagittalebene‘, ist, so verlaufen die ersten beiden 
Strahlen bildseitig zur Meridianebene und zum Hauptstrahl symmetrisch, 
der dritte Strahl aber zu dem ersten unsymmetrisch mit Bezug auf den Haupt- 


strahl, zu dem zweiten dagegen symmetrisch mit Bezug auf den Hauptstrahl. 
(Vgl. Abb. 19b.) 


g) Sämtliche bisher angegebenen Abbildungsfehler beziehen sich auf ein- 
farbiges Licht. Bei Verwendung mehrfarbigen Lichtes sind noch folgende 
Fehler zu berücksichtigen: 
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&) Die chromatische Aberration. 
ß) Der chromatische Vergrößerungsfehler. 


Auf diese und die zuvor bereits kurz charakterisierten Fehler werden wir in 
den folgenden Abschnitten noch eingehend zu sprechen kommen. 


Abb. 19a. Zur Definition des ‚‚Rinnenfehlers‘“. 


Ein von einem außeraxialen Punkt kommendes einfallendes „Sagittalstrahlenbüschel‘, dessen Strahlen 
also die erste Linsenfläche (oder die Eintrittspupille — s. IV 1)in einem Linienelement eines um die optische 
Achse des Systems geschlagenen Kreises durchsetzen, durchsetzen die letzte Linsenfläche (und die Ebene 
der Austrittspupille) im allgemeinen nicht in dem Linienelement eines Kreises um die optische Achse, 
sondern in einer stärker (oder schwächer) gekrümmten Linie. Es bildet so bildseitig nicht mehr ein (in 
erster Näherung) ebenes Strahlenbüschel, sondern eine Fläche, die die Form einer „Rinne“ hat. 


Abb. 19b. Zur Definition des sogenannten ‚Dreistrahlfehlers‘“. 


Betrachtet man in einem Strahlendündel, das von einem außeraxialen Punkt ausgeht, vier Strahlen 
(1, 2, 3, 4), die paarweise symmetrisch zur durch den Hauptstrahl des Bündels gelegten Meridionalebene 
(2 u. 3 bzw. 1 u. 4) und Sagittalebene (1 u. 2 bzw. 3u.4) liegen, so durchsetzen die den Strahlen 1 u. 3 
zugeordneten Strahlen 1’ u. 3’ die durch den Bildpunkt des außeraxialen Objektpunktes gelegte achsen- 
senkrechte Bildebene nicht in diesem Bildpunkt, sondern in einem Punkte (1’x 3°), die bildseitigen Strah- 
len 2’ und 4’ in einem Punkte (27x 4’), wobei (27x 4’) symmetrisch zu (1’7x3’) mit Bezug auf die durch den 
eigentlichen Bildpunkt gehende Meridianebene liegt. Da zur. Bestimmung der beiden Punkte (1’x 3°) 
und (2’x 4’) die Kenntnis des Verlaufs von mindestens 3 Strahlen erforderlich ist?, bezeichnet BEREK 
diesen Fehler als ‚Dreistrahlfehler“. 
Dreistrahl- sowie Rinnenfehler sind Teilfehler des Komafehlers. 


ı Denn 1’ und 3 liefert Schnittpunkt (17x 3°). Schnittpunkt (2’7x 4’) erhält man dann, wenn der Verlauf 
von 2’ (oder 4’) bekannt ist, indem man die durch (17x 3°) gelegte achsensenkrechte Ebene mit 2’ (bzw. 4°) 
zum Schnitt bringt. 
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3. Durchrechnungsformeln und Rechenschema für die 
Berechnung der sphärischen Aberration 


Für einen nichtparaxialen Strahl (u => 0) bezeichnen wir den Abstand seines 
Schnittpunktes mit der optischen Achse des Systems vom Flächenscheitel 
durch 3 bzw. 3. 


Es sei (Abb. 20) 
u der AN zwischen einfallendem Strahl und optischer Achse, 


N - SO, 
N Linsenscheitel, 
O = Objektpunkt auf der Achse 
— Achsenschnittpunkt des Strahles. 
(Das punktlörmige Objekt befinde sich also auf der optischen Achse.) 


Abb. 20. Zur rechnerischen Bestimmung der sphärischen ° 

Aberration einer Abbildung durch ein optisches System 

bei gegebenem u und S des durchzurechnenden Strahles 

[2*, 2** bezeichnen die Längen der Lote von M auf IO 
bzw. 10’ (nicht ihre Fußpunkte)]. 


ig 
I 80, 
OÖ’ = Bildpunkt, 
t — Abstand des Schnittpunktes ‚‚einfallender Strahl x Tangentialebene im 
Achsenschnittpunkt der brechenden Fläche‘ von der optischen Achse, 
a— Abstand des Achsenschnittpunktes des Strahls vom objektseitigen 
— Hauptpunkt des Systems. | 


Der einfallende Strahl kann dann in verschiedener Weise, z. B. auf eine der 
folgenden fünf Arten, näher bestimmt sein, indem gegeben bzw. bekannt sind: 


A) uunda, D) t und , 
B) a und t, E) t und 3. 
C) w und 5, 


Statt ti wird oft auch der Achsenabstand des Schnittpunktes ‚‚(einfallender). 
Strahl X brechende Fläche‘ gewählt, den wir mit # bezeichnen wollen 
‚ und für den # = t ist. Für achsennahe Strahlen. stimmt t mit t überein. 


Für die Fälle C und D seien die 'Durchrechnungsformeln sowie das Durch- 
rechnungsschema hier angegeben. 
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Fall C: Gegeben seien u und 5. 
Dann gilt mit 
——> > — 
a) = MO, s=80, °= 80, 
—— — — 
ce=MO=-MS+S0=S—r, r—=sSM. 
Aus der Figur. folgt: 


ini, 2* —c-sinW, sini— —— (IV 3,1) 
xx* | r as / 
sin v7 — — 22 —C 5m, ln = ——— s (IV 3,2) 
r_ , ‚ __sinv-r 
uU—-utri—t, errerze (IV 3,3) 
Ferner ist: 
— 0 — -— Ä 
®—S80'’=- MO'+SM=c-r. (IV 3,4) 
Aus dem Brechungsgesetz folgt: | 
sind’ = —- sini, j (IV 3,5) 


Für die zweite (bzw. folgende) Fläche folgt als Übergangsbeziehung: 
—— 
Uı=W, 028047, 


wobei S,ı der Scheitel der folgenden Fläche ist. 


—ı {2.0 


31= 810 = 8,8 + 80-80 —- Sun —d. 


Zur Berechnung verwendet man folgendes Schema: 


Rechenschema I (Gegeben u und 5) 


! Bei den trigonometrischen Funktionen wird in die Spalte ‚„Num‘“ nicht der 
Zahlenwert (Numerus) der betreffenden trigonometrischen Funktion, sondern 
der Wert des betreffenden Winkels eingetragen. Ein kurzer ‚„—““ bedeutet, daß 
der betreffende Wert (Num bzw. log) nicht benötigt, also nicht eingetragen wird. 
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Spezialfälle von Fall C 


Rechenschema II (r = &) 


1 
b) Itr=coo, | log | au 
so ist g | | 
ee sin@= -—u) | | 
oo n ER | 
sın?! = — sın?, N 2a | 
1 
7 u / a | 
I en n’ | | 
er ch sind’ = — sinw | 
tg u’ p) | 
tg U N 7 
1 | | 
| (cotg u’ =) Br | | — 
(während für paraxiale Strahlen — wie z | 
hier nebenbei erwähnt sei — beir = oo, e | | 
h mM’. | 
also bei ebenert Flächen: # —=s- ” ist). z | | 
N S+1 | 


c) Für große Werte von r. [Es gilt hierfür natürlich auch das unter a) (für 
r +00) Gesägte, doch würde dies hier zu ungenaue Werte ergeben.] 


Nachdem — wie oben — der Winkel u + i und w’ berechnet ist, bildet man 


Rechenschema III ("— %) 


16% 


Ss — m)tgu=t, [anschließend an ‚sin w’“ in 
Rechenschema I] 
‘tm | | 
tg u’ B) i 
wobei | | log Num 
m—2r sin?" sina +? | 
die zugehörige Bogenhöhe ist. es | 
Ist der Strahl durch 5 und t (= Achsen- . = | | | 
abstand des Schnittpunktes des Strah- m | 
les mit der Fläche) gegeben, so gilt tg u | 2 
M—=r— yr? u 1 | u 
tg w | 
tg u=— t | 
> = GE . 2 U er 
s—- m (S— m) m) | 
| 


l! Siehe Anmerkung der vorigen Seite. 
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d) Beiw=0,d.h. achsenparallel einfallendem Strahl: 
Rechenschema IV (v= 0) 


| | log | Num 
sinı=-—, | | 
r £ u+i=i | ' | 
kn ie n - sin? | | 
sin? = ———, | 
r sin u’ | | 
W—i—t, | | | 
BR a 
‚_rsin ij’ sın ? rsın ?. | | | 
 sinw ’ N | c’ | | & 
!=c-+r, 1 z | | | 
7 
$41 >= Ed s | | | 
sin ?’ d’ | | | 
S+1 | | | 


Fall D: Gegeben seien t und u. 


Wir bezeichnen hier das vom Krümmungsmittelpunkt (M) der brechenden 
Fläche auf den einfallenden Strahl (bzw. seine Verlängerung) gefällte Lot durch 
2*, das von M auf den gebrochenen Strahl gefällte Lot durch 2** (Abb. 21). 


Abb. 21. Zur rechnerischen Bestimmung der sphärischen 
Aberration einer Abbildung durch ein optisches System bei 
gegebenem i und u des durchzurechnenden Strahles. 


Aus der Figur folgt: 


«=t—rtigu, 2 — te: cosu, 
Sa 2* 
sinı—= —, 
: 7 
also 
Ei te» COSU 
sin ? = - 


Aus dem Brechungsgesetz folgt: 


RE N AR 
sing =, sin?, 


= uti—t, z#*# — HL. cosw, 
, y ZERF 
sind! = —, 
T 
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also 
| sin?’ 
cosu’ 
!=u+rtguwW. 
Beim Übergang auf die zweite Fläche ergibt 
sich (s. Abb. 22): 


k=r: 


nt — dig, 


Se 
Abb. 22. Zu den ‚‚Über- 


uUızW, gangsformeln‘ der Be- 
j rechnung der sphärischen 
sa — Zee Aberration. 
tgu’ 
Rechenschema V (Gegeben t und u) 
| log | Num | log Num 
Er | | a1 = | 
r, | cos u, | | 
tg u, Ä (te)ı Ä | 
rtg u, | tg u = 
(te), | r] ‘ tg u | 
COS U] | = L, 
1 | | 3 | 
Fer ae £ ih 
sin a | | i | 
= | dıtguı | | 
N | 
ni iz a | | 
sin %/ | | | | 


Man kann sich nun über die sphärische Aberration ein Bild verschaffen, 
indem man As’ —= 5; — s; bildet [wobei also As’ der (positive oder negative) 


Abstand der Bildpunkte ist, die dem Achsenpunkt des Objektes durch den 


t oder uoderu'! 


ös’ 


‚Spharısche Aberrofion 
eines „unkorrigierfen" Systems 


Ahb. 23 


t oder £ oder uoderu' 


As’ 


Spharısche Aberratian eines 
(sogenaonnten)„korrigierten” Systems 


Abb. 24 


Abb. 23 und 24. Zur graphischen Darstellung der sphärischen 
Aberration eines „unkorrigierten‘“ (Abb. 23) bzw. eines soge- 
nannten ‚„korrigierten‘‘ Systems (Abk. 24). 
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Schnittpunkt eines von ihm ausgehenden Strahles endlicher Neigung (gegen 
die Achse) mit der Achse einerseits, durch den Schnittpunkt eines von ihm 
ausgehenden paraxialen Strahles mit der Achse andererseits zugeordnet sind] 
und indem man die Kurve mit den Koordinaten (As’, t) bzw. (As’, u) oder auch 
(As’, w') zeichnet (Abb. 23 und 24). Bei idealer Korrektur würde die Kurve mit 
der Ordinatenachse zusammenfallen, was aber mit sphärischen Flächen im 
allgemeinen nicht erreichbar ist. 


4. Durchrechnungsformeln und Rechenschema für die 
Berechnung des Astigmatismus 


a) Berechnung des Verlaufes eines meridionalen (= tangentialen) Strahles 


Wir betrachten ein von einem Punkt außerhalb der optischen Achse aus- 
gehendes unendlich wenig geöffnetes Strahlenbündel und in ihm einen tangen- 
tialen Strahl, auch ‚‚meridionaler Strahl‘ genannt, also einen in der Meridian- 
ebene des (rotationssymmetrischen) optischen Systems verlaufenden Strahl, 
sowie einen ihm benachbarten, gleichfalls in der Meridianebene verlaufenden 


Strahl (Abb. 25). 


ÄC-ds- differentielle Bogenlönge 


Abb. 25. Zur Aufstellung der Formeln für die rechnerische 
Bestimmung des Astigmatismus einer Abbildung. [Statt — t, t’ lies — t, t’.] 


Wir setzen: u u 
AO ==T; 40 —=tf. 
AC —= ds = differentielle Bogenlänge des Meridianschnittes der brechenden 
Fläche. 
Aus der Figur folgt: 
a =i—du, x—=i+di—dp, 
B=rY+do, B=t+di! + du. 


Daraus ergibt sich: 
— du=di—do, do=diV’-+ du. 


Indem man zwei Kreisbogen B*, B** um O und 0’ schlägt, folgt: 


* | j ds - 
-du=-—., B* —= ds: cost, also — u= — _——, 
** ds - ” 
ee B** — ds: cos?, also du’ — nn 


2: =. 
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Es folgen also die drei Beziehungen: 


d 
— du=di-do=— en 
Ä d: d 
dpo=di’ +dW—=d ai et, dp=—. 
Also folgt: 
di __ds: on. 
und 
Zen, a 8 . SI 
Tr t 
Mit n-cosi bzw. n cos? multipliziert, folgt: 
er ds-cosi nd ; 
ee ds EL 8 + COS ER 8SCOos? 
—t r 
bzw. 
7, Wds-cosi n’ds-cos?? 
n.- cost di’ = ——— nn, 
Aus dem Brechungsgesetz 
n-sini—= mn sin! 
folgt durch Differenzieren 
n. cosidi—= n. cosv di, 
also ergibt sich 
n.ds - cos? ee LIE cos?’ n’ds-.cos?? 
—t Y Gi r t/ B) 
n’-cos?7’ n.cos?t Mm’.cost’— N-Ccost 
14 t r " 
mreos#—ncosi_n, (IVA,1) 


ONE RER 


bezeichnet man in Analogie zum paraxialen Strahlengang als ‚‚schiefe‘“ Brech- 
kraft Dscn, so daß nunmehr 


een 

m = K_ met — Dich ö (IV 4,2) 

Dies ist die tangentiale Abbildungsformel für ein außeraxiales unendlich 

wenig geöffnetes Strahlenbündel. (Tangentialer Strahl.) Für den Übergang 
zur folgenden Fläche gilt: 


td, 


wo d’ die „schiefe Dicke“, der längs des ‚„Hauptstrahles‘“‘ des Bündels ge- 
messene Abstand der folgenden von der betrachteten brechenden Fläche ist, 
der im Anschluß an die Berechnung des sagittalen Strahlverlaufs berechnet 
wird (s. u.). 
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b) Berechnüng des Verlaufs eines sagittalen Strahles 
Wir setzen jetzt (Abb. 26): 

— — 

AO =, »AQ= 7, 


Aus der Figur folgt nun sofort für den Inhalt der Dreiecke OAM, MAO’ und 
OA0O' die Beziehung 


AOAM + AMAO'— AOAO'. 
Den Inhalt eines Dreiecks berechnen wir nach der Beziehung: 


Inhalt = Produkt aus zwei Seiten und dem Sinus des von diesen Seiten 
eingesehlossenen Winkels. 


Abb. 26. Zur Berechnung des Verlaufes eines 
sagittalen Strahles durch ein optisches System. 


Es ist also bei Berücksichtigung der Vorzeichen und der Tatsache, daß der 
Flächeninhalt der Dreiecke > 0 angenommen wurde: 


— [r-sini+ r- sin! = — [’sing— ), 


sin? sin’ 


r ) 


Multipliziert man nun mit n- n’ und berücksichtigt 


-.sin ii) (durch Multiplikation mit —.,). 


sin (x — ß) = sino. cosß — cosa sin, 
so erhält man: 
n’ N Ye: y. Nsini-n’cosW’ — ncosi-n'sini 
Zz NnSINE— ——-W sind!’ = ——— — — , 
j 041 r 
Unter Berücksichtigung des Brechungsgesetzes n sin? —= n’ sin?! kann man 
nun schreiben 


| / 1 , y 
ne De ne (IV 4,3) 


Tr 
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Der Übergang auf eine zweite Fläche erfolgt nach folgenden Formeln (Abb. 27): 


\+1 = Ar*O' 9 


—— 
y — A*O', 
d’ — ArAr*, 
Abb. 27. Zu den ‚„Übergangsformeln‘ und 
der ,.schiefen Dicke‘‘ d’ bei der Berechnung 
also gilt ‘des Astigmatismus. 
= d; 
—— 
, AB 
eosu 


Nun ist nach Abb. 28 
— —— —— —— —— —— 
AB= AM, + MS; + 8824 83M,; + MsB, 


— ——> —— —— —— —— 
AB= 8,8,+ 8M, + M,B+ M,8, + AM,, 


also 
- AR d’+r,!1— cos — == 
_ ei 2° Ss 92) — rı (1 — C08 91) 
Teosu cos u’ ? 
wobei 
Ferner ist: 


— 
Abb. 28. Zur Berechnung von AB. 


Auch für die (logarithmische) Berechnung des Astigmatismus sei nachstehend 
ein Rechenschema angegeben. 

Es ist zunächst der vom gewählten außeraxialen Objektpunkt ausgehende 
Hauptstrahl des Strahlenbündels, dessen Astigmatismus bestimmt werden 
soll, nach den unter IV 3 angegebenen Formeln (und nach einem der dort — 
S. 45 bis S. 48 — angegebenen Rechenschema) durchzurechnen. Mit den 
hierbei gefundenen Werten der :;, %, u; rechnet man nach den vorstehend 
für die Astigmatismusberechnung angegebenen Formeln mit folgendem 


Rechenschema: 
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| log | Num | log Num 
n | ‘+1 | Zu | 
cos %’ | Uri | — | 
n’ cost’ | coS 9+1 | 
n r+1 | 
Cosi Ä r+1 COS 941 | | 
N Cosi | r+1 — +1 C08 941 | — | 
An cos? | r Koyess 
r | r COS (—) | (—)} 
Dsch | r— TC0sp = 
| | | = — 7 COS p) | — | 
— | d +A(r —reosg) | 
an | cos w’ i | 
| d | 
n cos? | = ii = | 
t 2 = 
(n cos? i)/t | +1 z— | 
n’ cos? v’ _ t+1 | = | 
(n’ cos? i)/t | 
t’ | 


(—) bedeutet, daß diese Größen im allgemeinen aus der Berechnung (des Astig- 
matismus) für die vorhergehende Fläche bekannt sind und übernommen werden. 
A(r — rcos9) bedeutet: (r+1 — r+1C0S 941) — (r — rcosp). 

Das Zeichen A wird ‚„Strich-Delta‘‘ gelesen und bedeutet, daß von der hinter 


A stehenden Größe der Wert vor der Brechung von dem nach der Brechung 
abzuziehen ist. Es ist also 


A ncost = n' cost! — ncosi. 
Der Index +1 bedeutet, daß es sich hier um die betreffende Größe für die 
nachfolgende Fläche handelt. 


5. Zur Berechnung des Komafehlers 


Zur rechnerischen Bestimmung des Komafehlers eines optischen Systems 
‚betrachtet man ein Strahlenbündel mit endlichem Offnungswinkel, das von 
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einem außeraxialen Punkt des ‚„abzubildenden Objektes‘ ausgeht, und rechnet 
mehrere Strahlen dieses Strahlenbündels durch das System nach den in IV 3 
angegebenen Formeln durch, wozu man zuvor für die betreffenden Strahlen 
rechnerisch die für die Durchrechnung erforderlichen Bestimmungsgrößen 
der Strahlen — z.B. die u- und 5-Werte oder die 2- und u-Werte — ermittelt. 
Man wiederholt diese Durchrechnung noch für die entsprechend geneigten 
Strahlen der Strahlenbündel, die von einem oder verschiedenen anderen 
Punkten des Objektes ausgehen. Bei der Durchrechnung beschränkt man sich 
im allgemeinen auf solche Strahlen, die in der Meridianebene des betreffenden 
Objektpunktes verlaufen. | 


| 
EP BL AP 


Abb. 29. Zur Berechnung des Komafehlers. 


Den durch die Blendenmitte und demnach durch die Mitte der ‚Eintritts- 
pupille“ (EP), dem objektseitigen Bild der Blende (Bl), sowie durch die: Mitte 
der ‚‚Austrittspupille‘‘ (AP), dem bzldseitigen Bild der Blende, gehenden Strahl 
bezeichnet man als Hauptstrahl!. Man rechnet mit Benutzung der unter IV 3 
angegebenen Formeln etwa die fünf Strahlen mit den Einfallshöhen 


iEp , ter Yo; 0, — Ep Y05 ; — iep 
oder | 
z dr En | FE a 2 Ur SZ 


durch, wobei £ den Achsenabstand des Schnittpunktes des betreffenden Strahles 
mit der Blendenebene, igp den Achsenabstand seines Schnittpunktes mit der 
EP bedeutet. Der kleine Kreis (°) über dem £ — und ebenso später über den 
andere Größen angebenden Symbolen — soll dabei auf die Blende hinweisen, 
die ja in fast allen Fällen eine kreisförmige Öffnung besitzt. 

Diese vom gleichen Objektpunkt ausgegangenen (5) Strahlen (der Meridian- 
ebene) besitzen bildseitig im allgemeinen keinen wohldefinierten Schnittpunkt, 
sondern lassen erkennen, daß das zugehörige Strahlenbündel eine Kaustik, 


i Sofern alle durch die Blendenöffnung hindurchgehenden Strahlen vom System 
hindurchgelassen werden (vgl. hierzu die betreffenden Bemerkungen in IV ]). 
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‘und zwar im allgemeinen eine unsymmetrische Kaustik, besitzt, wobei die 
Kaustik der geometrische Ort der (bildseitigen) Schnittpunkte je zweier 
benachbarter Strahlen des objektseitigen Strahlenbündels ist. Da wir hier 
nur Strahlen des Meridianschnittes durchgerechnet haben, erhalten wir natür- 
lich nur eine kaustische Kurve, die Schnittkurve der Kaustik-Fläche mit der 
Meridianebene. Die Kaustik ist also die Enveloppe des (bildseitigen) Strahlen- 
bündels!. 


6. Beispiel zur Verzeichnung und Bildfeldkrümmung 


Ein einfaches, aber recht interessantes Beispiel zur Verzeichnung und Bild- 
feldlkrümmung sei hier näher durchgerechnet. Ein achsensenkrechtes Objekt 
endlicher Größe befinde sich im ‚Scheitel‘ einer einzelnen brechenden Fläche 
(Abb. 30). Die Abbildung ist verzeichnet, die Vergrößerung also von Stelle 
zu Stelle verschieden. ö 

Wir fragen, wie sich die Vergrößerung von Punkt zu Punkt des Objektes 
ändert, wenn die Abbildung durch enge Bündel, die durch eine im Krümmungs- 


mittelpunkt der brechenden Fläche angebrachte Blende begrenzt werden, erfolgt. 


Abb. 30. Zu einem speziellen Beispiel der Ver- 
zeichnung bei gleichzeitig vorhandener Bild- 
feldwölbung, aber astigmatismusfreier und 
komafreier (asymmetriefehlerfreier) Abbildung 
sowie zur (umgekehrten) Benutzung der An- 
ordnung zum Zwecke der Aufhebung bzw. 
Verringerung einer Bildfeldwölbung. 


Nach II8 fallen hier die Hauptpunkte im Punkt O, dem Flächenscheitel, 
zusammen. Für O gilt daan "= + 1unda,= a = 0. Die Haupt,,ebenen“ 
sind mit der brechenden Fläche identisch, so daß wir besser (d. h.: richtig) von 
„Hauptpunktflächen“ sprechen sollten. | 

Für irgendeinen Punkt y des Objektes gilt: 


a2 br — — 
— 4—_ YYe+r—r mit a=HO(“=H'O). 


Nun ist 
D -7 =! — “ [siehe (IL5,3) oder (12,1)]. 
Also wird 
n’ _ (n’—n) a+n-r ” 
a a»r 
oder 
a n’ar u. Are, . a0  (IV6N) 


 amW@—n)+nr (—_ Ypır)m—n)+nr’ 


! Entsprechend erhalten wir ja auch bei dem von einem Achsenpunkt ausgehen- 
den Strahlenbündel eine Kaustik, die hier aber rotationssymmetrisch zur Achse 
des Systems ist. Vgl. IV 2a. | 


5 Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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Aus der Figur folgt: 
nr (r— Yy?+r) 
' 1-0 won Vphr)ter 
a \p+r 
rn’ — n)(r -VYy+r)4nr nr r-YyP+r) 


Ye+rlw®—n,(r-VpP+r)+nr] 


r-N 


rn 


nl pH) tn VpHtn 


_YV_ 1 a nn 
Pf Mein ren 
on r n 

Das Bild eines im Scheitel einer brechenden Fläche und zu ihr tangential 
stehenden ebenen Objektes, das durch diese Fläche entworfen wird, ist also 
stark gekrümmt und stark verzeichnet, da «’ und ß’ nach (IV 6,1) und (IV 6,2) 
von y abhängt. (Beachte die Umkehrung und ihre Bedeutung für die Bild- 

-feldebnung!) | 
Die Durchrechnung der allgemeinen analogen Aufgaben, daß sich das 
(achsensenkrechte) Objekt nicht im Flächenscheitel, sondern in einigem Ab- 
stande vor dem Flächenscheitel befindet oder daß wir es mit zwei brechenden 


Flächen zu tun haben, die sich in einem vorgegebenen Abstand voneinander 
befinden, sei dem Leser überlassen und empfohlen. 


7. Trigonometrische Durchrechnung eines in der Meridianebene 
verlaufenden Strahles bei beliebiger (asphärisch-)rotations- 
symmetrischer Fläche 


Haben wir es nicht mit Kugelflächen zu tun, sondern mit irgendwelchen 
anderen rotationssymmetrischen Flächen als Trennungsflächen der verschie- 
denen Medien, etwa mit Paraboloid-, Ellipsoid-, Hyperboloid- oder anderen 
asphärischen Flächen, so sind die in IV3 für Brechung (und Spiegelung) 
an Kugelflächen abgeleiteten Formeln nicht mehr ohne weiteres anwendbar. 
Wir können dann folgendermaßen vorgehen: Wir wählen ein Koordinaten- 
system so, daß die 2-Achse mit der optischen Achse, die Positivrichtung der 
2-Achse mit der Fortpflanzungsrichtung des Lichtes, der Koordinatenursprungs- 
punkt mit dem ‚Flächenscheitel‘ 8, dem Schnittpunkt der optischen Achse 
mit der betreffenden brechenden oder spiegelnden Fläche, zusammenfällt. 

Die Einfallsebene wählen wir als y2-Ebene. Wegen der Rotationssymmetrie 
können wir uns dann wieder auf diesen Meridianschnitt bei den folgenden Ab- 
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leitungen beschränken. Die Schnittkurve der betreffenden Rotationsfläche 
mit der %42-Ebene sei gegeben durch die Gleichung 


y—glß). (IV 7,1) 
Die Gleichung des Lichtstrahles ist 
y=(—2)tgu, (1V 7,2) 


wobei die oben (in I 1) eingeführte Zählweise von u berücksichtigt wurde. Aus 
beiden Gleichungen ergeben sich als Schnittpunktskoordinaten die Koordi- 
naten 27; Y%ı des Punktes I, in dem der Strahl die Fläche trifft. Wir bestimmen 


dann En ), für 2 = 21. Dies gibt uns die Richtung der Tangente im Punkte I 


an die Kurve y= g(z). Unter Beachtung der in Il eingeführten Zählweise 
des Winkels & der Flächennormalen (im Punkte I) mit der Symmetrieachse 
der Fläche wird — wenn wir ihren gemeinsamen Schnittpunkt durch C be- 


—> 
zeichnen und SU = 2c gesetzt wird — 


[1 _ I 
et 2c—2ı (IV 7,3) 
dz!ı 
und 
dg 

2 — 21 yı (72), i (IV 7,4) 

Wir setzen | 

rk m er ter, DZ j 

Ver HS (IV 7, 5) 


so daß also r;=r; (2) eine Funktion des Trefipunktes I ist. 
An Stelle von (IV 3,1,) und (IV 3,4) gelten dann folgende Formeln: 


S—2o . 


sin i= sin u, (IV 7,6) 
Sectnon (IV 7,7) 


— in denen $— 26 und 3’ — z. unserem c bzw. c’ der Abb. 20 (8.44) ent- 
spricht —, während (IV 3,5), (IV 3,3,) unverändert bleiben. 


8. Abbildungsgleichung der Sagittalstrahlen für rotations- 
symmetrische asphärische Flächen 


In der Abb. 31 stelle wieder 5/ den Schnitt der als rotationssymmetrisch vor- 
— 
ausgesetzten j-ten brechenden Fläche mit der den Hauptstrahl IP; des Elemen- 
> 
tarbündels enthaltenden Meridianebene dar. JP; sei der eine der beiden zu 


IP; in der Sagittalebene benachbarten Lichtstrahlen. P; ist ihr gemeinsamer 
Schnittpunkt vor der Brechung, der sagittale Objektpunkt, / und J die 
Schnittpunkte dieser Strahlen mit der brechenden Fläche. C; sei der zum 
Sagittalschnitt der brechenden Fläche gehörige Krümmungsmitteipunkt. Den 


5* 


58 IV. Strahlenbündel endlicher Öffnung 


zugehörigen Krümmungsradius bezeichnen wir durch r;, wor: im allgemeinen 
Funktion der Lage des Punktes I ist. Den Flächenindex 7 lassen wir der über- 
sichtlicheren Schreibweise wegen bei der folgenden Ableitung überall fort. 


Abb. 31. Zur Ableitung der Abbildungsgleichung der Sagittalstrahlbüschel für 
beliebige (asphärische) rotationssymmetrische Flächen. 


Die Strahlen IP, und IP, liegen auf einem Kegelmantel, dessen Achse die 
Verbindungslinie CO, P; ist. In dieser Geraden schneiden sich auch die beiden 
Einfallsebenen von IP; und JP:. Die gebrochenen Strahlen müssen daher 
beide gleichfalls die Gerade OP; schneiden, und zwar wegen der vorliegenden 


Rotationssymmetrie um OP; im gleichen Punkt. Wir nennen ihn Pf und be- 
zeichnen ihn als sagittalen Bildpunkt. Dieser Punkt Pf ist identisch mit dem 
Punkt O’ der Abb. 4 (S. 8), wenn P; alsidentisch mit O jener Abbildung voraus- 
gesetzt wird. Während wir dort'aber zur Lagebestimmung von 0’ die LängeS O0’ 


— i 
berechneten, fragen wir hier nach der Länge von I Pi, der Bildpunktentfernung 
längs des ‚„Hauptstrahles“ unseres schief einfallenden ‚„Elementarbündels‘“. 


Wir bezeichnen IP durch und entsprechend IP; durch |. 
Einfalls- und, Brechungswinkel seien wie oben i bzw. ?'. Ferner sei 9; der 
—> —— Ä 
Winkel X I0;8, den IC; mit C;P; bildet. Wir fällen von P; und Pf Lote auf 
IC,. Ihre Fußpunkte seien R bzw. R’. Dann ist 


— >. 
| CR 0;R 
Bgm; (IV 8,1) 
RP, R’Pi 


jeos? — ri Yeosv’—ri 
isin? Ysinv 
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oder wegen 
sins:sin!—=n:n 
In cosı — nr = |f'n’ cos!’ — |nr;, 


n nn Cosi — NCost 


IE u u IV 8,2) 
wofür wir auch kürzer — wie oben — schreiben können: 
N (F —— —. IN (n cos :), (IV 8,3) 
i 
cos? 1\_ ,‚[es® 1\_,. Pr: 
7) rl a 


9. Abbildungsgleichung der Tangentialstrahlen für rotations- 
symmetrische asphärische Flächen 


In Abb. 32 ist wie vorher SI der Schnitt der rotationssymmetrischen bre- 


chenden Fläche mit der den Strahl IP, enthaltenden Meridianebene. JP, sei 
ein in der gleichen Ebene verlaufender Nachbarstrahl. Der gemeinsame Schnitt- 
punkt, der tangentiale Objektpunkt, ist P,;. Der zugehörige tangentiale Krüm- 
mungsmittelpunkt der brechenden Fläche sei C;, der zugehörige tangentiale 


Abb. 32. Zur Ableitung der Abbildungsgleichung der Tangentialstrahlbüschel 
für beliebige (asphärische) rotationssymmetrische Flächen. 


Krümmungsradius sei r;, wobei r; im allgemeinen Funktion der Lage des 
| => 
Punktes / auf der brechenden Fläche ist. Die Einfallswinkel der Strahlen I, 


und JP, sind hier etwas voneinander verschieden. Sie seien durch © und + di 

bezeichnet. Entsprechend seien ö und #’ + di’ die Brechungswinkel. Die ge- 

brochenen Strahlen liegen in der gleichen Meridianebene wie die beiden ein- 

fallenden Strahlen. Ihr Schnittpunkt, der tangentiale Bildpunkt, sei P}. Er 
\ 
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wird im allgemeinen nicht streng auf der Objektpunkt und Krümmungsmittel- 
punkt verbindenden Geraden liegen, sondern diese Gerade wird von den beiden 
gebroeneuen. Strahlen in verschiedenen A geschnitten. Die Winkel von 


I TOM und J 7A En der verbindungsgeraden cp, + seien 9 und 9: + dp:. Wir 
setzen noch IP, = und, IPf = —t’. Endlich seien u, u du, w, wW-+- dw’ die 


Winkel von IP. P:, IP, 7%; IP sch 7% mit der Geraden GP. Nach dem Brechungs- 
gesetz ist 


r 


nsing— n sin?t. 


Differenzieren wir dies, so wird 


n cosidi=w cost’ di. (IV 9,1} 
Nun ist 
i=M— U und V=9M—Ww, 
also 
—— — wen — 
di z - do, und di (1 5.) dp. 
Ein mit PI/ um P, geschlagener Kreisbogen treffe BJ i in A. Dann ist 
_ IA_1J ‚_IJ 5. _ IJ 
du= = 770088; du = Y c08%, I: 
demnach 
1 Eos ij’ 1 cos’ 
VE A 7 RE; Ä 
di t  . 1 cos 
I — — cos? — — 
Tt t 


Setzen wir dies in (IV 9,1) ein, so ergibt sich nach. einfachen Umformungen 


4! 2,’ 2 ’ 2 . 
N 2 V  meostı _n’cost eu (IV 9,2) 
t t rı 
> 
AFFT] =, moosi). (IV 9,3) 
l 

cos? cos??| _ _,[cost! cos _ 

5) = 5-0 (IV 9,4) 


als Abbildungsgleichung der Tangentialstrahlen. 


V. Weitere Betrachtungen über Abbildungsfehler 


In Abschnitt IV sprachen wir bereits von den Abbildungsfehlern, den Aberre- 
tionen eines optischen Systems. Wir sahen, daß es — in den Grenzen der Ab- 
bildung dritter Ordnung — verschiedene Arten von Abbildungsfehlern gibt, 
nämlich die sphärische Aberration, den Astigmatismus, den Komafehler, die 
Verzeichnung und die Bildfeldwölbung, zu denen bei Berücksichtigung von 
Potenzen bzw. Produkten (der Achsenabstände der Objektpunkte und der 
'Neigungswinkel der abbildenden Strahlen gegen die Symmetrieachse) von 
höherer Ordnung als der dritten noch weitere Arten von Abbildungsfehlern 
hinzukommen, auf die wir aber im Rahmen dieses Buches nicht eingehen 
können. 

Diese verschiedenen Abbildungsfehler treten natürlich nicht fein säuberlich 
getrennt voneinander auf, sondern überlagern sich gegenseitig, so daß man es 
in allen praktischen Fällen mit einer derartigen Bildfehlerüberlagerung zu tun 
hat, die man als ‚Gesamtaberration“ zu bezeichnen pflegt. 

Hinzu kommt, daß bereits bei dem Übergang der Strahlen von einem Medium 
zu dem folgenden, also bei jeder einzelnen Fläche und der durch sie bewirkten 
Brechung (und Spiegelung), alle diese Fehler selbst auftreten können sowie auch 
ihre Überlagerung, die sich ihrerseits natürlich bei der folgenden (sowie jeder 
weiteren) Brechung (bzw. Spiegelung) in einer Modifizierung — nach Art und 
Größe — der Abbildungsfehler auswirkt, die jene Flächen bzw. Brechungen 
für sich allein hervorrufen würden. | 

Wir betrachten daher nachfolgend (nach BEREK) den von den einzelnen 
Flächen herrührenden Anteil an der Gesamtaberration, da die Berechnung 
jener Anteile oft zeigt, welche Fläche besonders stark zu einer Bildverschlech- 
terung beiträgt. 


l. Anteil der einzelnen Flächen an der Gesamtaberration des 
Systems 


Wir betrachten ein achsensenkrechtes Objekt und einen von einem (etwa 
außeraxialen) Punkt dieses Objektes ausgehenden Strahl der Neigung u gegen 
die optische Achse. Der betreffende Objektpunkt habe den Abstand y, von 
der Achse. Bei idealer Abbildung würde er die dem Objekt (paraxial-)konju- 
gierte achsensenkrechte Bildebene im Achsenabstand %; — $’y, durchstoßen. 


Infolge der Aberrationen ist der tatsächliche Achsenabstand (y;), jenes 
Durchstoßungspunktes + ß’y, und von u abhängig. 
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(Yu — Dr = (A Yı)u = — N\yr Ist also die (laterale) Abweichung vom idealen 
Durchstoßungspunkt 7%, des betreffenden Strahles mit der (paraxialen) Bild- 
ebene. Wir berechnen nachstehend diese Abweichung. 

Da ein von einem außeraxialen Objektpunkt ausgehender Strahl der Meri- 
dianebene als ein Strahl aufgefaßt werden kann, der von einem mit dem 
Achsenpunkt des Objektes nicht zusammenfallenden zweiten Achsenpunkt aus- 
geht, bezeichnen wir den Abstand seines Achsenschnittpunktes vom Scheitel 
der brechenden Fläche (wieder) durch 2 bzw. 2’ (mit einem die brechende 
Fläche angebenden Index). 

Ay; sei die laterale Abweichung vom idealen Bildpunkt, die durch die 
erste Fläche hervorgerufen wird, in der durch diese erste Fläche erzeugten, 
der Objektebene konjugierten Bildebene. 


AM=n—H- 
yı ist der Achsenabstand des Punktes der idealen Abbildung (Sollwert), der 
aus dem Abbildungsverhältnis folgt: yı = 4 Yı: 
Aus dem Strahlengang (Abb. 33) folgt: 


y— (A s)tgW, 


also 


Abb. 33. Zur Bestimmung des Anteils der einzelnen Fläche an der Größe der 
Strahlabweichung (in der Bildebene) vom idealen Bildort. 


Es sei angenommen, Ayı werde durch die anderen Flächen ideal abgebildet. 
N1%r gibt uns dann die Größe des Bildfehlers, erzeugt durch die erste Fläche 
und ideal (also fehlerfrei) abgebildet durch die zweite bis k-te Fläche. Der erste 
(vordere) Index von y’ beziehe sich dabei auf die Fläche, durch die der Fehler 
verursacht wird, der zweite (hintere) Index beziehe sich auf die letzte der 
folgenden Flächen, durch die er (nach Annahme ‚‚ideal‘‘) abgebildet wird. 

Es folgt also | Ze 
N=Pßfı "Pr Ayı- 
Durch Einführung der Gesamtvergrößerung 


Ppi-Be-ßg =: Ah 


| 
7 P’ 7 P 14 
Ag Ay = 2 (21 —5j) tg u, —P’yı- 


folgt 
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Die durch die erste und zweite Fläche hervorgerufene Abweichung A y2 ergibt 
sich zu: 


Ap=&—s)tgw—PiPßr Yı- 
Der Abbildungsfehler der zweiten Fläche allein ergibt sich somit zu 


Ay — An= An - Ba — si) tgw+ Pi ß3 Yı 
= AR -PB-Ay- 


Dieser Fehler würde — durch die weiteren Flächen ideal abgebildet — die Ab- 
weichung 


An=ß-B--- BIAKR—-B- Ay) 


ergeben, also 
N=ß- fh Ha - Bear -PRAY] 
= (2 —s3)tgwm—P Yyı — Ay; 


wobei 8’ wieder die Gesamitvergrößerung ist. 


So fortfahrend finden wir eine Rekursionsformel. Der von der j-ten Fläche 
‚herrührende Abbildungsfehler ergibt sich — unter der Annahme, daß er 
durch die folgenden Flächen ideal abgebildet wird — nunmehr zu 


1 


a j—1 | 
Ar Bat yın Ayk |. (V1,1) 
R T= 


fa PER 


on 


p 


A;yr ist der Anteil der j-ten Fläche am gesamten Bildfehler, wie er in der 
Bildebene nach der k-ten Fläche abgebildet wird. [Diese Formel scheint von 
BEREK erstmalig abgeleitet zu sein.] 


Spezialfälle: 
a) Handelt es sich um einen von einem Achsenpunkt ausgehenden Strahl, 
so ist in (V 1,1) 
y=®;, „1=0, also By; 
aber im allgemeinen 
NY #0. 
b) Handelt es sich um ein unendlich weit entferntes Objekt, so muß man den 
Bildfeldwinkel einführen. | 


Nach (II 2,1) und (13,2) — mit 2. =s. — gilt: 


= TEEN N 
p’ ni = rtgm 
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und nach (13,3) und u 4 u 


nt: $£ E: 94 
== ]JI-=- 2 11 
=/I =” 


14 / 
N N s f 
= ——. 3 ]]<-=r mit mn), 
N, . 5] Nr - 2 S; =; 
also 
N y 
BP nr D 
1 
ß, n, Yo D ’ 
r/ı 
e 1 
wobei 


D = Brechkraft des Gesamtsystems, 

D, = Brechkraft der ersten Fläche. 
Damit wird — mit (D); = Dı > ; = Brechkraft des Teilsystems bis zur j .ten 
Fläche — 
(D a 


f tg w; (V 1,2) 


j—1 N 
Ni Y%= (2 — $/) tg u — 2 NY + - 
i=1 N 


worin noch — —, "+ — und w, (>0) der objektseitige Bildfeldwinkel ist. 


2. Darstellung der Bildfehler 


Man trägt die Abweichungen A yr der Schnittpunkte der — einen Objekt- 
punkt abbildenden — Meridionalstrahlen mit der (paraxialen) Bildebene (oder 
einer dazu im geeigneten Abstande parallelen Ebene) von dem Sollschnitt- 
punkt y4 über t, (besser: über I igiende Oder ine) oder über (w, — u,) auf!, 
und zwar für den axialen und verschiedene außeraxiale Objektpunkte bzw. 
(z. B. bei unendlich entferntem Objekt) für verschiedene Bildfeldwinkel w,, 
unter denen die Objektpunkte von der EP aus erscheinen. 

Man erhält so Darstellungen der A yr in Abhängigkeit von der gewählten 
Variablen — z. B. it — für die verschieden weit von der Achse entfernten 
Objektpunkte er B.y,=0, y=y, Y=yi* (=2yr) ode w=0, 
w— vw, w= wf* (= 2 wf') —, wie dies Abb. 34 zeigt. Dabei ist es vorteilhaft, 
in jeder der für die verschiedenen Achsenabstände der Objektpunkte geltenden 
Darstellung die Ay; für verschiedene Wellenlängen einzutragen, um so auch 
gleich einen Überblick über die — oben nur kurz erwähnten — chromatischen 
Bildfehler zu gewinnen. 


! tep = Achsenabstand des Strahlenschnittpunktes mit der Eintrittspupille, dem 
objektseitigen Bild der den abbildenden Strahlenkegel begrenzenden Blende. 
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Denkt man sich die Kurven auf die Ordinatenachse projiziert, so hat man 
unmittelbar die Schnitt, ‚linie‘‘ des meridionalen Strahlenbündels mit der Bild- 
ebene, d.h.: das ‚Bild‘ eines Objektpunktes ist selbst kein Punkt mehr, sondern 
eine Linie, solange wir nur Strahlen der Meridianebene zulassen. 

Man kann aus einer solchen Darstellung auch einen Überblick über die Größe 
der einzelnen (meridionalen) Bildfehler gewinnen, nämlich über: 


dyk ‘kdyk Ayk 


N z * 
N Jr 0 Yı=Y = 
bzw.W7=0 bzm. W=W* an u wer 


=... = blau — — — rot 


gelb 


Abb. 34. Zur graphischen Darstellung der Strahlabweichung in der Bildebene 

vom idealen Bildort in Abhängigkeit von den Strahlkoordinaten bei gegebenem 

Objektpunkt (und zwar für verschiedene Achsenabstände des Objektpunktes) 
und für verschiedene Wellenlängen A. 


a) sphärische Aberration 


Sphärische Aberration ist vorhanden, wenn man für einen Achsenpunkt 
(vw =0 bzw. y,=0) kein Zusammenfallen der Kurve mit der Abszisse be- 
kommt. Die Abweichungen von der Abszisse sind antisymmetrisch. Für außer- 
axiale Objektpunkte fällt (auch bei behobener sphärischer Aberration) die 
Kurve im allgemeinen nicht mit der Abszisse oder einer zu ihr parallelen Ge- 
raden zusammen. Die Abweichungen der Strahlen von dem (idealen) Bild- 
punkt ergeben sich aus den Abweichungen der Kurve gegen die durch die 
Kurvenmitte gehende, zur Abszisse parallele Gerade. 


b) Verzeichnung 


Eine eventuell vorliegende Verzeichnung erkennt man daran, daß die Kurven 
für y, #0 bzw. w, +0 die Abszisse nicht mehr in der Kurvenmitte (Hauptstrahl 
des Bündels) oder eventuell überhaupt nicht mehr schneiden (evtl. bekommt 
man auch zwei Schnittpunkte). Welcher Art — kissen- oder tonnenförmig — 
die Verzeichnung ist, erkennt man — wie man leicht Eberlent- — durch den 
Vergleich der zu verschiedenen y,-Werten (y„=y, „=yı) gehörigen 
A y+-Kurven. Nimmt nämlich der Abstand der Kurve (längs der A yr-Achse) 
von der t-Achse mit wachsendem Achsenabstand y, des Objektpunktes relativ 


stärker e Yan a il ; Br 
a als y, zu und ist für „<0 das Ayr<0O bzw. für u >0 
das Ay >0, so liegt | kissenförmige 


„© _ Verzeichnung vVoTr.: 
tonnenförmige 
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Ist dagegen für yı <0 das Ay» >0 oder für y >0 das Nyı <0, so 
liegen die Verhältnisse umgekehrt. 


c) Koma 


Zeigt die Kurve keinen antisymmetrischen Verlauf zur Kurvenmitte, so 
besitzt die Abbildung einen Komafehler. Man hat Außen- und Innenkoma 
zu unterscheiden. Besitzen %; und das Ay des Hauptstrahles gleiches Vor- 
zeichen, so gilt (Abb. 35) folgendes: Ist die Kurve Ay+ konvex gegen die 
‚t,- bzw. w,-Achse, so besitzt das System Außenkoma, ist Ayı konkav gegen 
die t,- bzw. w,-Achse, so liegt Innenkoma vor. Besitzen %} und A yı entgegen- 
gesetztes Vorzeichen, so liegen die Verhältnisse bezüglich Außen- und Innen- 
koma gerade umgekehrt. 


Ay, Ay, 


Bei % <0 +- Außenkoma — bei y; > 0 Bei yr <0 +- Innenkoma — bei YR > 0 


Bei Yk > 0 + Innenkoma -— bei Yk <0|| Bei Yk > 0 + Außenkoma. — bei Yk <0. 


Abb. 35. Zur Beurteilung des Komafehlers eines optischen Systems auf Grund 
der graphischen Darstellung (nach Abb. 34) der Strahlabweichung in der Bild- 
ebene vom idealen Bildort. 


d) Meridionale Bildfeldkrümmung 


Die Bildfeldkrümmung ist — wie aus Abb. 36 unmittelbar folgt bzw. zu 
konkav Be 
konvex \negative 
die Tangente an die A yr»-Kurve in der Kurvenmitte auf der Seite der positiven 
t bzw. Z nach — /\yr hin geneigt ist und umgekehrt, d. h., wenn 


d y 
(4 Ay), =() 


ersehen ist — zum Objektiv hin Bildfeldkrümmung) wenn 


ist. Dabei ist vorausgesetzt, daß die Abbildung ohne Zwischenbild (oder mit 
einer geradzahligen Anzahl von Zwischenbildern) erfolgt. Gibt es zwischen dem 
Objekt und dem Bild noch ein Zwischenbild (oder eine ungradzahlige Anzahl 
positiv 


von Zwischenbildern), so ist die Bildfeldkrümmung negativ. 


wenn 
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e) Vigneitierung 


Diese liegt vor, wenn die Kurven für negative und positive Werte von t nicht 
bis zu gleichen i-Werten reichen, so daß nach der einen Seite nur ein dem 
Betrage nach geringerer Öffnungswinkel existiert als nach der anderen Seite. 


f) Chromasie 


Die chromatische Die folgt sofort, wenn man die ent- 
sprechenden Kurven Ayr(l) auf Grund der Durchrechnung für verschiedene 
Farben (Wellenlängen) zeichnet, aus dem Abstand, den diese Kurven an der 
Stelle = 0 (bzw. vw, —= (0) gegeneinander besitzen. 


(Ay). NV IF=0 (Ay‘ Kor VvR- h) 


> lo Io ‘lo 
Ro VR-0 (Ay 
positive Bildfelokrümmung negative Bildfeldkrümmung 


Abb. 36. Zur Beurteilung der meridionalen Bildfeldkrümmung einer 
optischen Abbildung auf Grund der graphischen Darstellung (nach 
Abb. 34) der Strahlabweichung in der Bildebene vom idealen Bildort. 


Es ist oft vorteilhafter, sich bei der Darstellung der Bildfehler nicht auf die 
paraxiale Bildebene zu beziehen, sondern auf eine ihr parallele Bildebene (Ein- 
stellebene), deren Abstand von der paraxialen Bildebene durch g bezeichnet 
sei, wobei diese nach wellenoptischen Überlegungen! folgendermaßen bestimmt 


12 
werden soll: Man wähle etwa 2? =» oder 1— cos uf (> =) — p als Abszisse 


eines Koordinatensystems und trage über p die zugehörigen Werte der ‚Wellen- 
-aberration“ (= „Lichtwegaberration“) 1 auf, die zum Achsenschnittpunkt 
Y%, = 0 des Objektes gehören und sich den zugehörigen (A s3)y,-o— als 


Funktion von p gedacht — durch ! = n (N $k)y,-o dp ergeben. Es läßt sich 


dann leicht eine gegen die Abszisse EN Gerade so in die Darstellung ein- 
zeichnen (Abb. 37), daß die vertikalen Abstände der Wellenaberrationskurve 
von jener Geraden möglichst gering werden. Aus der Neigung x dieser Geraden 


I Vgl. J. Picht; Optische Abbildung, Einführung in die Wellen- und Beugungs- 
theorie optischer Systeme [$ 58]. — Friedr. Vieweg u. Sohn, Braunschweig 
1931. 
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gegen die Abszisse 'ergibt sich dann (näherungsweise) der Abstand q der zu 
benutzenden ‚‚Einstellebene‘‘ von der paraxialen Bildebene, und zwar ist 


g=—tgX. 


Abb. 37.. Zur graphischen Be- 

stimmung der für ein Strahlen- 

bündel endlicher Öffnung gün- 

stigsten ‚Einstellebene‘“, ihres 

Abstandes von der paraxialen 
| Bildebene. 


Der Abstand dieser Ebene vom letzten Flächenscheitel des abbildenden 
Systems ist dann s*—= s; + g. Die für diese Einstellebene geltenden \ y+- 
Werte für 4, = 0 bezeichnen wir durch A y+. Sie ergeben sich aus 

* 


NY — ($ — s*) tg ur — Byı+ gtg (u)i-o. 
z | 
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Wir haben in dem vorigen Abschnitt gesehen, wie man aus den kurven- 
mäßigen Darstellungen der Ayk= Ayı(t) für verschiedene y,-Werte allgemeine, 
aber mehr qualitative Aussagen über die verschiedenen Bildfehler der Ab- 
bildung ablesen bzw. entnehmen kann. 

Die Größe der Bildfehler, die ein optisches System für einen bestimmten 
Objektabstand besitzt, ist nun — außer von diesem Objektabstand selbst — 
noch abhängig von der Größe des Objektes, genauer: vom Achsenabstand % 
oder o der einzelnen Objektpunkte, und außerdem von der „Öffnung“ des ab- 
bildenden Strahlenbündels und demnach von der objektseitigen Neigung u, 
der einzelnen Strahlen gegen die Achse des Systems und ihre Neigung gegen 
die Meridianebene des abzubildenden Objektpunktes. 

Diese obiektseitige ‚„Strahlrichtung‘‘ können wir auch näher kennzeichnen 
durch die Koordinaten &, 5 des Punktes der Blendenebene (oder der Eintritts- 
pupille), in dem der betreffende Strahl diese Ebene bzw. die EP durchsetzt. 

Bei der theoretischen Behandlung der Abbildungsfehler werden nun diese 
den Strahl kennzeichnenden Größen sowie der Achsenabstand des Objekt- 
punktes als klein angenommen, so daß man höhere Potenzen dieser Größen 
vernachlässigen kann. Berücksichtigt man sie nur bis einschließlich der Größen 
dritter Ordnung — man kann zeigen, daß bei rotationssymmetrischen Sy- 
stemen jene Größen nur in der 1., 3., 5.,... Ordnung auftreten —, so spricht 
man bei den sich hierdurch theoretisch ergebenden Bildfehlerausdrücken von 
den „Bildfehlern dritter Ordnung‘‘, mit denen wir uns hier näher beschäftigen 
wollen. Dabei bedeutet die Angabe: ‚bis zu Größen dritter Ordnung‘, daß 
in den bei der Fehlerberechnung berücksichtigten Bildfehlerausdrücken die 
Potenz der den Achsenabstand des Objektpunktes und der die objektseitige 
Strahlneigung angebenden Größen — soweit sie multiplikativ verbunden 
sind — zusammengenommen in jedem Einzelausdruck die Größenordnung der 
3. Potenz nicht überschreitet. 


l. Die SEIDELschen Bildfchlerausdrücke 


Nach SEIDEL gilt nun unter Beschränkung auf Bildfehler. dritter Ordnung, 
wie hier zunächst ohne Ableitung angegeben und erstin Abschnitt XII gezeigt 
werdet, 

1 Siehe auch z. B.: J. Picht, Einführung in die Theorie der Elektronenoptik, $ 28, 


S. 174 u. f. [Johann Ambrosius Barth, Leipzig 1939], wo es sich um beliebige, 
also auch anisotrope inhomogene Medien handelt. 
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für die meridionale Abweichung: 


Y — Y% = (N Yııner 


(A Y%)mer 1 @+WP)ys + Fon nn "yı, + 
1 


3 P’ 2 N, (&, — 5)? (2 
(VI l,1m) 
Il min NR, 
T 2 s (4, —S}) AH, s P2, Par 
Für die sagittale Abweichung: 
2 — X — — (AyYk)sag 
(Ayn)ag _ 1 (&2 + Y°) & s s 2YyyıSı 
—, Zr Tee I er II, 
5] BT 2 n, (&ı — 51)” >23 (2 — y& u 

(VIl,ls) 


a N] & ey B>: IV, 


2: 5 (4 — Sı) 


Hierin ist angenommen, daß die z-Achse mit der Symmetrieachse des Systems 
zusammenfalle, die x- und y-Achse dazu senkrecht liege und 


r—=0, 


Y, = Achsenabstand des Objektpunktes eines (mit der y- Achse zusammen- 
Jallenden) achsensenkrechten Objektes (x, = 0), 


5) — Objektabstand von der ersten brechenden Fläche des abbildenden 
Systems, 
= — zugehöriger Bildfeldwinkel, 


2, = Blendenbildabstand, 
(Abstand der EP von der ersten brechenden Fläche des abbildenden 
Systems.) 
[Statt 2 können wir daher — und werden wir in den späteren Ab- 
schnitten — auch $ schreiben.] 


2 ye Blendenbild-(EP-)Durchstoßungspunkt des Strahles, 
x , yk — Schnittpunkt des Strahles mit der (paraxialen) Bildebene. 


1,,II,,...,V, sind die sogenannten ‚„Flächenteilkoeffizienten“, die von 
2%; %,;%,9 unabhängig sind und nur von den Größen der par- 
axialen Durchrechnung abhängen und deren funktionale Abhängig- 

‚keit von r, s,n,...in VI2 gegeben wird. | 
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Führt man in der Blendenbildebene (EP-Ebene) Polarkoordinaten ein 
(Abb. 38), so folgt: | 
| Yy=6coso, 
we ö sin Ü 5 


(Ayr)mer 1 söcosy 37: l 4,51 6° (2 + cos vyn ı 


5,’ 2 N, (2, — 5,)? 2 (2 — 8,)? | 
(VIl,2m) 
In, vyiöcosd # Inmy K | Ä 
ea II ing mn Ei 
= 2 s,(&, —Sı) 2 } 2 5 2 ZZ 
(Ayk)sng ı 30sind 1 %, 5,6? sin = . 
OR rs: ’ v er II - 
s,P’ 2 .n, (2, — s,)? 2, 2 ; 2 
1 RN 1) 1 (2 — wi 1,25) 


ln, y 6siny k 
unbe yım,. 
2 5] (21 — 51) — 


Diskussion dieser Bildfehlerausdrücke 


a) Sphärische Aberration 


Nimmt man jetzt an, daß von den 
ZI,, ZII,,...,&V, alle außer ZI, 
gleich Null sind, so folgt: 


IS le cos 
( Ye)mer | e ( 55 L, 
‘5 BP D3 N, (& — 8ı)° 


(Ayk)as 1 En 6° sin y 
——. — y, , Abb. 38. Zur Koordinatenwahl in d 
sß 2 N; As) i x = 


Blendenebene. (Statt ” lies °.) 
also 


VKAma+(A 1 „ a 17 vILE) 


s,B’ 2. ns)’ 
y, tritt in der obigen Beziehung nicht mehr auf, d.h., der durch : I, bedingte 


Fehler ist vom Achsenabstand des Objektpunktes unabhängig. Er ist allein ab- 

hängig von 6, der „Einfallshöhe“ (in der EP- bzw. Blendenebene) der Strahlen, 

d.h. ihrem Öffnungswinkel. Man hat esbei diesem Fehler also mit dem „Öffnungs- 
fehler‘‘, der ‚sphärischen Aberration‘ zu tun. Aus der obigen Beziehung folgt 
ferner, daß die Strahlen, die die Blendenebene (EP-Ebene) in den Punkten 
einer achsenzentrischen Kreislinie 6 — const durchsetzen, auch die betreffende 
Bildebene in einem Kreise durchsetzen. Da dessen Radius unabhängig von %, 
ist, macht sich dieser Bildfehler für alle Punkte des Objektes — unabhängig 


6 Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 


RR} 
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von ihrem Achsenabstand y, — in gleicher Art bemerkbar. Wird der Kreis in der 
Blendenebene (charakterisiert durch den Offnungswinkel) verdoppelt, so ver- 
achtfacht sich in der Bildebene der Bildkreisradius, da er proportional ö? ist. 


b) Komafehler 
k k k k k 
Nunseijededer N /,, YIIL,, YVIV,, 3 V, gleich Null, aber VII,=#0. 
1 1 1 n 1 
Dann folgt: 


As s,6°(2+cos2j & 
ER 2 (2, — 51) 1 
A f :$. 6? sin ? ; 2 

Ay __ 1 ndener SI, 
5] ß’ 2 (2 — 51)? 


also 


1 2 
R R , 32 4 RD I 69 | 
(Astm Sem 1 vi (Ay _ er f 
Fi Zu Er Er Zu 1 ß"° 


(VI1,4) 


. (2, —5])? 


Der Fehler ist jetzt proportional y,, d.h., er verschwin- 
det für y,—= 0. In der Bildebene bekommt man für 
6ö= const und %, #0 wieder Kreise, deren Radien 
proportional sind dem Quadrat von 6 (und der ersten 
Potenz von y,), deren Mittelpunkte aber mit zuneh- 
mendem ö in meridionaler Richtung gegen den idealen 
/ Bildpunkt verschoben sind, und zwar um Beträge, die 
fl — & gleich sind dem doppelten Betrage des Radius des 
Abb. 39. Zur Ent- betreffenden Kreises!. Die Lichtfigur aller den verschie- 
stehung des Koma- denen ö entsprechenden Strahlenkegel zeigt Abb. 39. 
fehlers. Man bekommt also eine kometenförmige: Lichtfigur, 
d.h., wir haben es hier mit dem Komafehler zu tun. 
Aus dem Auftreten von cos 2.) bzw. sin 23 in den Ausdrücken für (A %4)m 
und (Ayr)s erkennt man weiter, daß die zu 6 gehörigen Bildkreise zweimal 
durchlaufen werden, wenn sich ö von O bis 2x ändert, der Kreis mit dem 
Radius 6 in der EP bzw. Blendenebene also nur einmal durchlaufen wird, so 
daß sich die Strahlen mit d = 0, d = rim einen Schnittpunkt, diejenigen mit 
7 In 


Ö=75:%=7 im anderen Schnittpunkt des zugehörigen Bildkreises mit der 


NV 


Meridianebene treffen. Entsprechend treffen sich die Strahlen mit (— ji b 
DE z im einen Schnittpunkt, d = z ‚D= = im anderen Schnittpunkt des 
zugehörigen Bildkreises mit dem Sagittalschnitt. 

Dies sind aber die oben (IV 2f) bereits kurz erwähnten kennzeichnenden 
Eigenschaften des sogenannten ‚‚Dreistrahlfehlers‘“. 


! Die von der Spitze, dem ‚idealen‘ Bildpunkt, ausgehenden geraden Begren- 
zungslinien bilden daher einen Winkel von 60° miteinander. 
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.c) Astigmatismus und Bildfeldkrümmung 


k k k 
Die Summen 2J,, 2.11, 2 V, seien Null, dagegen sei 
| 1 N 1 


k k 
SIL,=#0 wd JIM-+0. 
1 ; 1 


Dann folgt: 
(Aykm _ I mıyibcosp 
s,P’ =: (5) we 
(Ay _ 1m vi sin p gr. 
8, ß 2 (4 —s)) 
also 


(Ayım\ , ((Ayı\  (1meyR\” 
er) = ea = 4 Arn, mil) 


Abb. 40a. Zur Bestimmung der gegen- 
(A yı ) seitigen Beziehungen zwischen 
Ak mer , 
(A Yk)sag ‚» (A%k)mer und (A Yk)ast- 
i ! 
(Ayyden n 
Achsenschniffpunki 
mit der Bildebene 
/debene, folls nur ZU #0 
Dilde ö v D Abb. 40b. Astigmatisches Strahlen- 
und2I ,# bündel und Bildfeldkrümmungen. 


Als Schnittlinie der Strahlen eines vom (außeraxialen) Objektpunkt (y,) aus- 
gehenden Strahlenkegels mit der Bildebene bekommt man also jetzt Ellipsen, 
deren Achsen proportional ö selbst sind. Dieser Bildfehler macht sich mit 
immer größer werdendem y, verstärkt bemerkbar, da die Ellipsenachsen mit yı 
wachsen. Er verschwindet für y, = 0. Der Fehler ist bedingt durch den Astig- 
matismus und die Bildfeldwölbung. Dabei ist III, kennzeichnend für die 
meridionale Bildfeldkrümmung, 2 IV, für die sagittale Bildfeldkrümmung. 


6* 
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Statt der meridionalen und sagittalen Bildfeldlkrümmung kann man auch 
die mittlere Bildfeldkrümmung und den Astigmatismus einführen, da diese 
Bildfehler durch jene (und umgekehrt) bestimmt sind, indem man definiert: 


(AYk) mitt. Kr. — — (AyYı)sag + (Ayk)ast = u (Ayk)mer — (Ayk)ast . (VI l, 6) 
Durch Addition folgt 


1 j 
(AYk)mittı. Kr. = ey KAyr)sag+ (Ayk)merl - (V11,7) 
Durch Subtraktion folgt 
1 
(Ayr)ast = er [(AYr)mer — (AYk)sag] . (VI1l,8) 
Also ist für die Größe der mittleren Bildfeldkrümmung 
Inoyß 2 . 
nn VIE N IV, (V11, 9) 
4 2, —5, | 1 


für die Größe des Astigmatismus 


23 neyıß Sau. 25 iv, (V11,10) 
1 


maßgebend. Dabei sind die in (AY%)mer und (A %Yr)sag auftretenden Größen 
cos) bzw. sin ‘> mit ihrem maximalen absoluten Betrag 1 eingesetzt, also die 
bezüglich 5 maximalen Absolutbeträge von (AYs)mer und (AYk)sag benutzt. 


d) Verzeichnung 


k k k 
Von den 3 I,, YII,,... seien alle Null bis auf X V,. 
u 1 


Dann wird 


(A Yk)mer Iniyı x | 
ae a 203 v,. (VI1,11) 


‚Der Fehler ist unabhängig von ö, d. h. unabhängig vom Öffnungswinkel. Er 
ist abhängig vom Achsenabstand %, (mit der dritten Potenz). Der Fehler gibt 
uns (daher) die Verzeichnung an. 


k k 
Die 3 I,,..., & V, bezeichnet man als ‚Summen der Flächenteilkoeffi- 
1 1 
zienten“. 
2. Berechnung der Flächenteilkoeffizienten 
k k | 
Die YW I,,..., % V, können durch die unten angegebenen Größen 
1 1 


A,,B,, T,, P,, O, dargestellt werden, die sich aus der paraxialen Durehrechnung: 
eines optischen Systems ergeben. 
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Wir führen zunächst einige die Schreibweise vereinfachende und abkürzende 
Bezeichnungen ein: 


/ 1 
r, 5, N,S, N, Sy nsly ’ 
Bun -) 
a) 
Ferner 
Lg a v12,2 
Te =&,, wobei u Aue ( 1.2) 
(2) .Q,; 1 DH 
E, ” 
v d,-ı 
wa zzery (V12,3) 
u=2 nn ‚1 . Eu 
u 1 21 
&, + d,=T,. (VI 2,4) 
Mit diesen Abkürzungen wird: 
£, 1 1 1 
a, 2) 9A), = 8 (;),: (V12,5) 
£, ns'v & ns]v 
B,—=1T,A,, (VI 2,6) 
T,=r,B, (VI 2,7) 
l l 
Pr, een, = 
: = AN (-),: (VI 2,8) 
Be alP) | (VI 2,9) 
Mit diesen so definierten Größen . A,, B,, T,, P,, O, — die man also zu- 


nächst aus den bei der paraxialen Durchrechnung auftretenden Größen be- 
rechnet und die demenstprechend außer von den „Daten“ (r,, d,, n/) des 
optischen Systems (nur noch) vom gewählten Objektabstand abhängen — 
ergeben sich dann, wenn man 


ll sı& 1 £ 

Fur 

setzt, die 2I,,..., 2V, nach folgenden Beziehungen: 
! Das „Differenzzeichen‘‘ A (mit dem vertikalen Strich — gelesen: „Strich- 
Delta‘‘) weist darauf hin, daß von dem auf A folgenden Ausdruck der Unter- 


schied seines Wertes nach der Brechung von seinem Wert vor der Brechung zu 
nehmen ist; also z. B.: 
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Sphärische Aberration: 


k k 
he As (VI 2,10) 
1 1 
Koma: 
ZIL=E:- ZA,+B,, (VI2,11) 


meridionale Krümmung: 

ZIL=30&- YA,+66:-%B,+3-3T,-P,, (VI2,12) 
sagittale Bildfeldwölbung: 

ZIV, =” A+2{2B+ 21,42 P,, (VI 2,13) 


für die im Ausdruck des Astigmatismus und der mittleren Bildfeldwölbung auf- 
tretende Differenz bzw. Summe von 2 III, und 2 IV, gilt somit 


für (AYk)mittl. Kr.: 
5 (EIIL+ EIVJ=2[E SA, +22 NB,- ST,]+ I P,, (VI2,14) 
für (AYk)ast: 
S(EHL— SIW=REIA,H2CEB, HIT, (VI2,15) 


(AYk)mittl. Kr: & P,, 
mer. Bildfeldkr.: U P,, 
sag. Bildfeldkr.: 2 P,, 


für (AYk)ast = 0, d.h. bei | werden die 


behobenem Astigmatismus | 2&-Ausdrücke in 


d.h.: Bei behobenem Astigmatismus fallen die drei Bildfeldkrümmungen ZU- 
sammen. 


Verzeichnung: 


SV=-EEA,t3R SB, HEBEN, + IP)+IO,. (VI2,16) 


Dabei war 


‚_ 1 aAa__1 (_ 1 
a a9 


8] 21 


(2, gibt die Blendenlage — genauer: den Abstand der EP von der ersten Fläche 
— an, kann also auch durch $, bezeichnet werden). 
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Für , oo, n, =]1 folgt im )=— 2. 
a 
n,=1 


Damit wird dann 
ZL=ZFA,, II 3A, EIB,, 
ZIIIL,=322A,—62,2B,+323T,+2%P,, 
IV, =22A,—23,2B,+2T,+2P,, 
(E) (ana BEA, —2HEB,+HIT,, 
(2) (ayzymitt.&. = 2 [FE 2 A, —22, 2B,+207,]+2&P,, 
DE NE DI EEE EDN HE Su 
Entsprechend ihrem ersten Auftreten in den Formeln bezeichnet man: 


A, als spezifische Flächenteilkoeffizienten der sphärischen Aberration, 


B, als spezifische Flächenteilkoeffizienten der Asymmetriefehler (Rinnen- 
und Dreistrahlfehler, meridionale Koma), 


T, als spezifische Flächenteilkoeffizienten des Astigmatismus, 
P, als spezifische Flächenteilkoeffizienten der Bildfeldkrümmung, 
DO, als spezifische Flächenteilkoeffizienten der Verzeichnung. 


Es besagt. also nicht (außer bei 2’ A,), daß, wenn ZB, oder ZT,, 2’P,, 
2 O,= 0, der betrefiende Fehler dann in dritter Ordnung behoben ist. Viel- 
mehr müssen alle diese Flächenteilkoeffizientensummen möglich klein ge-. 
macht werden. Und selbst wenn dies geschehen ist, wenn also alle diese 
Summen der Flächenteilkoeffizienten sogar Null gemacht werden könnten, so 
sind damit nur die Bildfehler dritter Ordnung behoben, im allgemeinen 
aber nicht die höherer Ordnung. Damit auch diese wenigstens in ihrer Summe 
klein sind, muß dafür gesorgt werden, daß die A,, B,, ..., O, für jedes v 
einzeln klein sind und sich nicht nur bei der Summation in den einzelnen 
. Summen durch verschiedene Vorzeichen gegenseitig kompensieren (so daß dann: 
ZA,=0 usw.). 

Für den Fali, daß der Astigmatismus verschwindet, folgt nach (VI1,10) 


(VI2,17) 


2 (2, —s 1 
2 Ne EINHEIT) 0, 
ß n,0 Yı 2 
also 
SIII,=EIV,. (VI12,18) 
Ferner war — mit . 
PA te Er 

P'n,öyi 


Ü- WAN Yk)mer. Kr 21V, 5 C- (A Yh)sag. nee Ill, ; (vI 2,19) 
C- (AYybmın.xe.= 5 (ZI, + ZIV)=Z1I,=Z1IV,, (V12,20) 


wo wieder bezüglich Ö die Maximalbeträge gemeint sind, also cos y bzw. 
sin’ durch den Wert 1 ersetzt sind. 
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Die entsprechenden Flächenteilkoeffizienten eingesetzt, ergibt sich [vgl. 
(VI 2,14)] 


SEI, + EIV,]=2(@- 2A, +22-2B, +ZT)+ZP,. 


Ferner ist jetzt bei behobenem Astigmatismus — [vgl. (VI2,15) und 
(VI2,18)] 


C (Ay g (ZA, +2 ZB, +HET)]=0, (VER) 
also 
OÖ. (AYk)mittl. Kr. a P; e (VI 2.2] &) 


Es sind also nach (VI 2,18), (VI 2,19) (VI 2,20), (VI 2,21) bei behobenem 
Astigmatismus die sagittale, meridionale und mittlere Bildfeldkrümmung ein- 
ander gleich und verschwinden dann, ergeben also dann ein geebnetes Bild, 
wenn EP, —=0 ist!. | 


&P, bezeichnet man als PETZVALsumme — oder auch als ‚„PETZVAL- 
Krümmung‘ —, da J. PETZVAL als erster die Bedeutung dieser IP, er- 
kannt hat. | 


Wie man aus den entsprechenden Werten sofort ersieht, ist die meridionale 
Bildfeldkrümmung 


ZI, = (£1I,— ZIV)4+ZP,, (VI2,22) 
sagittale Bildfeldkrümmung 
ZIV,=Z(Z1,— ZIV)+ZP,. (V12,23) 


Es sind somit die in Abb. 41 dargestellten Krümmungsverhältnisse möglich. 
Um eine geringe mittlere Bildfeldkrümmung zu erhalten, muß man es daher 
anstreben, daß bei positiver PETZVALsumme ein negativer Astigmatismus, bei 
negativer PETZVALsumme ein positiver Astigmatismus auftritt, wie dies in den 
Fällen 3 bzw. 2 in Abb. 41 dargestellt ist. 


i Es sei erwähnt, daß man — im Anschluß an eine grundlegende Arbeit von 
SCHWARZSCHILD [Abhandlungen zur geometrischen Optik I, II, III. Astron. 
Mittlgen der kgl. Sternwarte zu Göttingen 9, 10 u. 11, 1905] — auch öfter 
folgende Bezeichnungen benutzt: 


D=EIV,, 5 (ZIII, +ZIV,)=0+D, 


SORDELIH,. 2PeDe:0, S(ZII,—EIV)=0. 


Ist also 2III, -— ZIV,=0,d.h. der Astigmatismus behoben, so gibt ZP, 
unmittelbar die Bildfeldkrümmung, d.h. die Scheitelkrümmung der Bild- 
schale. 
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P = Petzvol- Krümmungskugel 
S'=sogittale Bildfeldschale (Bildfeldkugel) 
M= meridionale Bildfeldschate (Bildfeldkugel) 


Abb. 41. Verschiedene Möglichkeiten der gegenseitigen Lagebeziehungen der 
meridionalen, der sagittalen und der PETzZvAL-Bildfeldschale. 


3. Die Blendenlage 


Die Stellung der Blende ist bei der Korrektur eines optischen Systems 
wesentlich. Die (AYk)mer und (AYxk)sag sind außer von der Lage des Objekt- 
punktes und der Öffnung (d. h. den Koordinaten des Strahlschnittpunktes mit 
der Blendenebene) auch von der Blendenlage, der Lage 2, der EP, abhängig.! 


Aber auch in den Ausdrücken der 2/I,,..., 2 V,, in denen die Summen 
der spezifischen Flächenteilkoeffizienten A,,..., O), auftreten, tritt die 
I 
Blendenlage 2, ind = auf. 
n, N 
s 4 


Ist es. nun möglich, die Bildfehler durch eine bestimmte Blendenwahl zu 
beeinflussen oder sie durch eine geeignete Blendenwahl zum Verschwinden 
zu bringen? Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Gleichungen 
(VI 2,10) u. £. 

Wir ersehen unmittelbar: 

DR Fr 


ist durch 2, nicht zu beeinflussen, denn £ tritt in 2//, nicht auf. 


Aus ZILZEI IA, 2 Be0 
1 1 1 ZA | 
folgt — = —+—: == V13,1 
= Hu. 9 = n, ZB, 


q 


1 Wenn im folgenden von der „Blendenlage 2,‘‘ gesprochen wird, so ist damit 
stets — wie bisher — die Lage der EP, des objektseitigen Bildes der (materiellen) 
Blende, gemeint, aus der sich ja eine geeignete „‚Blendenlage‘‘ leicht bestimmt. 
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Es gibt also immer eine reelle Blendenstellung 2,, die die obige Bedingung 
ZII,=0 erfüllt. 


Aus ZI, =32.EA,+68-2B,+321,+IP,=0 
folgt für die Blendenstellung, die 2 I/II,=0 ergibt: 


B> 
4) elle 2 nn, 009) 
\*@1/rIII,=0 8] N] 28,+]/(28,7— 2A, (2 +52 P,) 


Die Zahl der reellen Lösungen hängt von der Größe des Radikanden ab: 


R>0 gibt 2 reelle Lösungen für 2,, 
R=0 gibt 1 reelle Lösung für 2,, 
R<O gibt keine reelle Lösung für 2,. 


Die Bedingung 2 III,= 0 kann also eventuell durch zwei (verschiedene) 
bzw. eine Blendenstellung erreicht werden, sofern R > 0 ist. 


1 


Z1V,=, (ZI, — ZP)+2= ZU, + 2 2P,=0 


ist erfüllt für 


1 1.1 ZA, 
Ba mt — , (VI 3,3) 
Aj/zıv,-0 5 Mm ZB, +VMZBP— EA, (ZT,+ZP,) 


Es ist also — wie bei X III, — die Bedingung 2 IV,— 0 durch zwei, eine 
bzw. gar keine geeignete Blendenstellung erreichbar. 


©» (A Yk)mitti! Bild-Kr. = 5 ZIIL,+2IV)=22IV,— 2 


2 ı u 
=z ZI, +z2P,= 0 


ist erfüllt für 


ı 1.1 ZA 
2] mittl. Kr. =0 8 n, zB,+)/(2 B,? — A, (z +3 Ba P,) 


Es gibt also auch wieder entweder zwei, eine oder gar keine Blendenstellung, 
für die (AYk)mitti. Kr. — 0 erreicht wird. 
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1 1 1 
(An = (ZUL,—EIV)=EIV,— EP, EI, 2P,—=0 


ist erfüllt für 


| 
(2) elle. mas 
21 /ast=0 5] N; 2&B,+Y/(2 B,?— 2 A,ZT, 


Es gibt also auch hier entweder zwei, eine oder gar keine Blendenstellung, 
für die (AYk)ast = 0 erreicht wird. 

Es ist noch zu beachten: 

a) Die Blendenlagen, die den einen oder .den anderen Fehler zum Ver- 
schwinden bringen, sind auch noch von dem Objektabstand s, abhängig, wobei 
s; nicht nur explizite, sondern außerdem in den A,,...., O, enthalten ist. 

b) Für ZA, = 0 ist der eine 2,-Wert in allen Fällen (außer für 2 V, = 0) 
2, = Ss, , d.h., die Objektlage ist zugleich Blendenlage. Praktisch ist dies natür- 
lich ohne Bedeutung, da ja das vom Objekt ausgehende Strahlenbündel ent- 
weder durch die Linsenberandung oder eine reelle Blende begrenzt ist. 


c) Bei der Verhinderung der besonders störenden Asymmetriefehler X II, 
ist die geeignete Blendenstellung außer von s, noch von ZA, und ZB, ab- 
hängig. Dieses 2, nach (VI 3,1) bezeichnet man als natürliche Blende. Die Bedin- 
gungsgleichung (VI 3,1) für dieses 2, heißt auch FRAUNHOFERsche Bedingung. 

d) Ist 2A,= 0, so muß, damit das System frei vom Asymmetriefehler 
ist, wegen 2/J,=C&-2A,+2B, auch 2B,=0 sein. Dann ist, weil so- 
wohl 2 A, = 0 alsauch 2/B, = O ist, /II,—= 0 unabhängig von der Blenden- 
stellung 2,. Man sagt dann, das optische System ist bezüglich der Asymmetrie- 
fehler stabel korrigiert. 

Für solche Systeme gilt ferner: 
da nach (VI 2,12) und (VI 2,13) 


ZI, =30°-2A,+6°-2B,+327,+2&P, 
und 
ZIV,=&?-2A,+2{5-2B,+2T,+2P, 
sind, d.h. die Größen ZT, und &P, nicht £” als Faktor besitzen, sind Z III, 
und 2IV,, der Astigmatismus und die mittlere Bildfeldwölbung nicht mehr 
von der Blendenlage 2 abhängig (wohl aber die Verzeichnung!), wenn für 
das betreffende System 2A,—=0 und ZB, = 0 ist. 
Damit durch Wahl der asymmetriefehlerfreien Blenden neben 2 II, = 0 


a) noch die mittlere Bildfeldlkrümmung verschwindet, muß nach (VI 3,4) 
sein | 


ZBY=EA (ET, +g2P,), 


b) noch die meridionale Bildfeldlkrümmung verschwindet, muß nach (VI 3,2) 


gelten N 
ZBP=LA, (ZT, +3 P,), 
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c) noch die sagittale Bildfeldlkrümmung verschwindet, muß nach (VI 3,3) 


gelten 
ZBP’=LA, (ZT,+2P,), 


d) noch der Astigmatismus verschwindet, muß nach (VI 3,5) sein 
DB = 3 %A27,,; 


f) noch die Verzeichnung behoben ist, muß sein 


(& B,)® & B, ' \ 
Baar Ze BE, 0); 
Sonderfall. 
Fällt das Objekt ins Unendliche, so ist: 
Ss >00. Ist ferner n=]; 


so ergeben sich für die Blendenstellung bzw. für die Lage der EP, für die der 
jeweils angegebene Bildfehler verschwindet, die folgenden 2,-Werte: 


2 B, 

(Au)z ır,-0 EA,’ (VI3,1a) 

(s1 >) 
i ae a 

(Werne gi 28 + zB» EA, (Erg ER) 0 0VI320 
(s, > >) v h 

(zrv,o = &B, + EB — FA, (ZT, HP), (V13,3a) 
(> ©) a i 

1 FE FE! 

(A)zım,+zıv,-0 = ZA, x B, +)/2 B,”? — ZA, (z N, +32P,) ‚ (VI3,4a) 

(s, > >») BE : 
1. ensure sn: 

(Azır,-zir,-0= 5% [EB, +Y(&B2—FA,-IT,]. (VI3,5a) 
(s1> >) E 

Hierin besagt — um es noch einmal zu wiederholen — die Aussage 


2'II, =0 die Aufhebung des Komafehlers (Asymmetriefehlers), 
ZIII,=0 die Aufhebung der meridionalen Bildfeldkrimmung, 

2 IV,—=0 die Aufhebung der sagittalen Bildfeldkrümmung, 
Z’III,-2IV,=0 die Aufhebung der mittleren Bildfeldkrümmung, 
Z1II,— ZIV,=0 die Aufhebung des Astigmatismus. 


VII. Isoplanasie- und Sinusbedingung 


1. Isoplanasiebedingung 


In vielen Fällen ist es unerläßlich, den Asymmetriefehler zu beseitigen. 
Wir wollen uns daher mit diesem noch etwas näher beschäftigen und die 
Bedingung aufstellen, die sich aus der trigonometrischen Durchrechnung der 
Strahlen ergibt und erfüllt sein muß, damit der Asymmetriefehler behoben 
ist, damit also auch das zu außeraxialen Objektpunkten gehörige abbildende 
Strahlenbündel bildseitig zum Hauptstrahl des Bündels symmetrisch verläuft 
und — darüber hinaus — die gleiche Kaustik (= Brennfläche) besitzt wie 
das zu dem Achsenpunkt des Objektes gehörige bildseitige Strahlenbündel. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir zunächst zwei von dem Achsenpunkt des 
Objektes ausgehende, gegen die Achse geneigte Strahlen (Abb. 42), deren 


Abb. 42. Zur Ableitung der Isoplanasiebedingung. 


Neigungswinkel (u und %-+- du) sich nur wenig voneinander unterscheiden. 
Für die zugehörigen bildseitigen Strahlen sei 


— — —— —— 
S’B=S4+4au; 3023, G0=8s, AC=[!. 
‚Schlägt man um den Punkt A einen Kreis mit dem Radius !’, so folgt aus 
Ed , 
der Figur, da der von CB und b’ gebildete Winkel gleich 5 — u ist und b’ 
— 
senkrecht zu AB liegt, 
b’ b’ 
sin u = — ———, , dU=-. 
— Sy4+du rt Su " 
il 
da, 


Mit 
(VIL1,1) 


Surau und wird sin u — 
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. Für einen außeraxialen Punkt des Objektes (Abb. 43) sei ME der (bild- 
seitige) Hauptstrahl (durch die Blendenmitte, d.h. hier: Mitte der AP), DE 
ein bildseitiger abbildender Strahl, der objektseitig gegen den Hauptstrahl 
unter dem Winkel u geneigt sei und den vom Achsenpunkt des Objektes 
unter dem Winkel u gegen die Achse verlaufenden Strahl bildseitig in D trifit. 
Seine bildseitige Neigung gegen den bildseitigen Hauptstrahl ME sei v'. 


—— —> — 
Ferner si SM =, Do=m, AU=[. 


Die Forderung der Symmetrie 
verlangt nun, daß w =v', d.h., daß 
die vier verstärkt eingezeichneten 
Punkte auf einem Kreis liegen, 
dessen Mittelpunkt auf der opti- 
schen Achse, also in der Mitte 
zwischen M und C, liegen muß, 
da die Abbildungsverhältnisse zur 
Achse symmetrisch sind, .also für 
einen zu dem außeraxialen Punkt 
— mit Bezug auf die Achse — 
symmetrisch gelegenen Punkt ent- 
sprechend gelten. Der Winkel 
<& MDC muß also 90° sein. 


Abb. 43. Zur Ableitung der Isoplanasie- 
bedingung. 


Mit dieser Forderung folgt aus der Figur: 


y_ s’—# Yurau _ m’ —lU’ 
uf NER e/) ger Fa 
Yu 84,2 Yu Mm 
m’ u 
coSW—=o—. (VII1,2) 
u—2 
Ferner ist 
y Yu 1 s’— 2’ m’ 3,—2 
Yu Yurzdau cosu —2 mM —l/ m 
also 


’ ° 
y Y 1 s’ — 2’ 
—.e 7 —_— + wo 
Yu Yuan cosW m—l 


[4 


Yy m’ —-1’ 


14 
Yurdu = zer 
cosu’ s’—2’ 


Die HELMHOLTZsche Gleichung lautet (mit dy —= y) 


m’ —V 
se 1.49 ! ‘ 2 
N, Y, cos u, du, — N Yuarzaucosu du =n’y sr 


du’. 
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wie IB, m=(5,—2)cosw [nach (VIIL2)] und ?=—- 48, 
er (VII1,1)] geht dies über in 
= N] Yy,)cosu, du, =n- v. Fi rd Eur ae Tas | 
Yı Yı 8 
n’ß, FU 97 7 4 ® Az 
2, [8 — 2) coswW dW + sinu’d3,], 
n’ß; 


N, d(sinu,)= Er (a —2)d(sinw)+sinw ds]. 


gt 


Da | 
d[(5, — 2’) sin u] = (4, — 2) d (sin w’) + sinw’ds,, 


ist, folgt durch Integration: 
n sin u— 2 (5, — 2) sinw]. 
s’—2 


Durch Addition und Subtraktion von s’ - sin « in der [- - -] der vorstehenden 
Gleichung folgt, wenn 
‘= Ns 


gesetzt wird: 


’ w j} N Zu I__ I o) . u . I 
„Ps As sin wW’—= (s’— ?’) sinu— — Pssinw|, 


er (VIT1,3) 
„siınu 1 Ä& 


As’ y„sna |] 


1+= (VII1,4) 


n’sinu’ ß. 
Dies ist die Isoplanasiebedingung; in logarithmischer Form lautet sie: 


Be. n, sin 2. I\ 
log (2 sin u) ) = 14, 


| (VIL1,5) 
2% R 


Wenn diese Bedingung erfüllt ist, ist also der Asymmetriefehler — in den 
Grenzen der Abbildungsfehler dritter Ordnung — behoben. 


Ist N 


2, <oO A > 0 
- | so ist BE = r) für Ari” s 
$ > 0 2 SE — 8% <O 
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d.h. 


108 (5 er) log (14 ; ) 2 10 (7 10 (1 +). 
k 


ß, n% sin ur ß, n, sin u, 


Es ist noch: 


Aw Ns 1 NS 2, As 
ee re 
5 

N 2, As’ 
1 (1 Fr u ) zu] 1+5 . 7’ 
5 we AT TZUFAN 


Ferner: 
log x = 0,4343 In x. 


Ist nun also 420, #+>0, so ist zur Behebung des Asymmetriefehlers 
erforderlich, daß 


ug 1" ke 
= ür 
1 N sin u, N 2, As’ - 0,4343 Ns’ >0 
log (7 2) — log (1 +7) y —— —_—_ r 0 
ß£ nrsin ur 5% s-(1+ As’) od für k > 
A) 
ig [&% Br 
1 n,sinu, As’ > ür FR ’ 
a nein) tee 1] lar<o 
er 4% >0 
= er NF>0O| 
Für (,=)s + ist s-snu-4, (=4)=t 
und s-B ff, 
so daß (VII 1,4) übergeht in 
N As’ N,tı | It 
| Tag 2 nf sinur | (VII1,4..) 
und (VII1,5) in 
nt, = | As’ )- 
ee ea u (VIL1,5..) 


Aus (VIIl,3) und (VII 1,4) folgt für As —=0, also für den Fall, daß die 
sphärische Aberration behoben ist: 


Ri -sin U, 


(VIL1,6) 


On. sinur | 
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bzw. für (,=)s oo 
N, bı 


f- 


er 2 ’ 
N; SıNn Ur 


(VII1,6.,) 


Dies ist die sogenannte ‚„ABBEsche Sinusbedingung‘, während man die 
Isoplanasiebedingung nach F. STAEBLE und E. LIHOTZKI benennt, die sie — 
voneinander unabhängig — fast gleichzeitig fanden. 


2. Die Sinusbedingung 


Wir haben die Sinusbedingung (VII1,6) als Spezialfall der Isoplanasie- 
bedingung im vorigen Abschnitt kennengelernt. Sie ergab sich aus der Iso- 
planasiebedingung, indem wir As’ = 0 setzten, d.h., wir mußten hier — bei der 
Sinusbedingung — voraussetzen, daß die Systeme frei von sphärischer 
Aberration sind. Aus (VIL 1,3) erhielten wir so die Sinusbedingung: 


 N,sinu, 


(VIL2,1) 


Ps 


Ge 2 . 14 
N, SIN Ur 


wobei uns k die Anzahl der brechenden Flächen des Systems angibt. 

Derartige optische Systeme, die frei von sphärischer Aberration sind und 
gleichzeitig die Sinusbedingung erfüllen, demnach auch keinen Asymmetrie- 
fehler bei der Abbildung außeraxialer Objektpunkte besitzen, d. h. gleich- 
zeitig frei sind vom Komafehler, bezeichnet man als ‚„aplanatisch‘“, während 
man sie als ‚tsoplanatisch‘“ bezeichnet, wenn sie zwar sphärische Aberration 
besitzen, aber der Isoplanasiebedingung genügen, bei denen also die Bilder 
der außeraxialen Objektpunkte die gleiche sphärische Aberration aufweisen 
wie der Achsenpunkt, aber keinen zusätzlichen Komafehler besitzen. 

Natürlich ist auch die Eigenschaft, ‚aplanatisch‘‘ oder ‚isoplanatisch‘“ zu 
sein, keine reine ‚Systemeigenschaft‘, sondern bezieht sich wieder nur darauf, 
daß das System für einen bestimmten Objektabstand diese Eigenschaft besitzt. 

Die in der Praxis Verwendung findenden optischen Systeme sind aber im 
allgemeinen nicht völlig frei von sphärischer Aberration. Daher hat die Sinus- 
'bedingung nur geringere Bedeutung. Daß sie trotzdem so häufig verwendet wird, 
ist aus der einfacheren Handhabung im Gegensatz zu der komplizierteren 
Isoplanasiebedingung zu erklären. Bei den berechneten Systemen kann also 
die Sinusbedingung nie streng erfüllt werden. Da aber bei gut korrigierten 
Systemen die sphärische Aberration sehr gering ist, hat auch die Sinusbedin- 
gung in erster Näherung Gültigkeit. 

Die Sinusbedingung und die Forderung nach ihrer Erfüllung wurde erst- 
malig von ERNST ABBE in die geometrische Optik eingeführt. Sie wird daher 
vielfach nach ihm als ABßEsche Sinusbedingung benannt. Ihrer prinzipiellen 
Bedeutung wegen — auf die wir in VII 3 noch näher eingehen werden — seien 
nachstehend noch einige Ableitungen der Sinusbedingung durchgeführt. 

7 Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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a) Ableitung mit Hilfe der Heımnorrz-Lasrangeschen Formel 


Zur unmittelbaren Ableitung der Sinusbedingung betrachten wir ein Sagittal- 
strahlenbüschel!, das von einem auf der optischen Achse gelegenen Punkt O 
unter einer Neigung u gegen die Achse ausgehe. Nach der HELMHOLTZ-LA- 
GRANGESschen Gleichung (15,3*) gilt dann, wenn y ein kleines achsensenkrechtes 
Objekt (Linienelement) in der Ebene des Sagittalstrahlenbüschels und y’ 
das zugehörige Bild ist, die Formel: 


ny9»B—=nyW. 
Angewandt auf die Abbildung durch eine Fläche, ergibt sich daraus 
9» ny mw EN: 


Legen wir nun senkrecht zur Meridianebene und senkrecht zur Symmetrie- 
achse des Systems einen Schnitt durch unser Strahlenbüschel, und verbinden 


Abb. 44. Zur Ableitung der Sinusbedingung mit. Hilfe der HELMHOLTZ- 
LagRAangeschen Formel für Sagittalstrahlen. 


wir die Endpunkte B und O der Schnittlinie BC mit dem senkrecht darunter 
gelegenen Punkt A auf der optischen Achse, so erhalten wir das Dreieck 
ABO (Abb. 44). Wenn wir den Winkel bei A durch dy bezeichnen, der ja, 
da ® eine kleine Größe ist, ebenfalls sehr klein ist, so daß wir den Sinus des 
Winkels durch den Winkel selbst ausdrücken können, so läßt sich sofort aus 
dem Dreieck folgende Beziehung ablesen: 


BC 
dy—7TE 5 
Aus dem Dreieck OBC erhalten wir für ® 
j BC AB 
Io dB 


ı Während man bei einem räumlichen Strahlenkegel in der Optik von einem 
Strahlenbündel spricht, bezeichnet man in der Optik eine in einer Ebene lie- 
gende, allgemeiner: eine flächenhafte (kontinuierliche) Strahlenmannigfalt als 
„Strahlenbüschel“. 
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Für zn ergibt sich aber aus dem Dreieck OAB gerade der Wert sin v, so daß 


wir schließlich finden: 
= dy-sinu. 


Entsprechende ‚Überlegungen lassen sich im Bildraum durchführen. Dort 
‚würden wir dann erhalten, da ja dy’' = dy ist, 


© = dv-sinw. 


Bilden wir jetzt wieder wie oben das Verhältnis dieser beiden Winkel, so wird 
mit (VII 2,2) 


“ / 
Fe 
a ” == U 
®Y  sınw N 
.oder en = h 
sin Wü y N 
en u ı_ Fi 
n’ sin w’ 5, m 


Lassen wir dieses Sagittalstrahlenbüschel — und mit ihm das in seiner Ebene 
liegende y bzw. y’ — um die optische Achse rotieren, so erhalten wir einen 
Sagittalstrahlenkegel der Neigung u gegen die Achse, der uns also ein kleines 
achsensenkrechtes Flächenelement vom Durchmesser y mit einer Vergröße- 
rung Pu. abbildet. Sollen nun die verschiedenen Sagittalstrahlenkegel verschie- 
dener „Öffnung“ u gleiche Bildgrößen liefern, so muß ß/, von u unabhängig, also 
gleich der paraxialen Vergrößerung ß sein. Wir erhalten jetzt 


Pr] 


LE N 
: —=psT . 
/ ’ N! Ss 


Nehmen wir nun noch an, daß unser optisches System aus k brechenden 
Flächen besteht, so erhalten wir die Sinusbedingung in der bekannten Form 


h k_’ 
N, SIn U, y N] 55 

2 ee Se (VIL 2,3) 
N, SIN Ur [47% jZ1 85 


b) Ableitung mit Hilfe der Wärmetheorie nach ÜULAavsıus 


Nach dem LAMBERTschen Gesetz ist die Strahlung eines Flächenelementes dg 
in einer Richtung, die mit der Flächennormalen rn einen Winkel u bildet 
(Abb. 45), gleich dem Produkt aus der „Leuchtdichte‘“ des Flächenelementes, 
der Größe des Flächenelementes und 
dem Cosinus des Neigungswinkels u, 
also gleich dq cos u, wenn wir die nur 
als Proportionalitätsfaktor auftre- 
tende Leuchtdichte —= 1 setzen. Auch 
von Absorption der Strahlung im 
durchstrahlten Medium sei ausdrück- 


‚lich abgesehen. e:; . Abb. 45. Zur Ableitung der Sinusbedin- 
Untersuchen wir nun die Energie, gung nach CLAusıus mit Hilfe der 
die von einem Flächenelement dgq im Wärmetheorie. 


7% 
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Objektraum mit dem Brechungsindex r innerhalb eines Raumwinkels dw nach 
einem Flächenelement dg’ im Bildraum (Brechungsindex x’) innerhalb des 
Raumwinkels dw’ übertragen wird, so ergibt sich 


n? cos u do dq = n’? cos u’ dw’ dg’ , 


wobei uns die linke Seite dieser Gleichung die unter der Neigung u der Achse 
des Strahlenkegels gegen die Flächennormale n abgestrahlte Energie und die 
rechte Seite die aufgenommene Energie angibt. 

‚Wir wollen diese Überlegungen jetzt auf zwei zur optischen Achse senkrechte 
Flächenelemente dg und dg’ anwenden. 

Aus der nebenstehenden Zeichnung (Abb. 46) läßt 
sich mit 

——du, 3=dy, © —sinu 
für dw folgende einfache Beziehung ableiten: 
Abb. 46. Zur Ableitung 

er eye: der Beziehung 
c ce de do = sin u du dy 


Entsprechend erhält man, da dy’ — dw ist, 


dw’ — sin w du’ dw. 
Setzen wir diese Werte in unsere obige Energiebeziehung ein, so wird: 
n?. sin u cos u du dg = n’? - sin w cos u’ dw dg’ 


oder 


n? - d (sin?u) dg = n? d (sin?u/)dg’. 


Integriert man diese Gleichung, so ergibt sich 


2 sım2 ’ 
n? sin? u dgq = n* sin?u/ dg', also er Dr 
Soll nun die Bildgröße — wie erforderlich — von % unabhängig sein, die 


vom Flächenelement dg nach den verschiedenen Richtungen ausgestrahlte 
Energie also durch das optische System so umgelenkt werden, daß sie sich für 
alle Richtungen auf ein gleich großes Flächenelement dg’ (= const - dg) verteilt, 
so muß 4? von u unabhängig sein. 
Nun ist aber %) Ra ß6?, und wir erhalten mit dieser Beziehung 
u> 
dg__ aa __mMsin’u 
a nn’? sin? u’ 
und daraus durch Radizieren unsere Sinusbedingung 
pr __NRSnU „,_p 
Porn whmß. 


Bei der Ableitung der Sinusbedingung in den beiden vorstehenden Fällen 
wurde immer vorausgesetzt — und mußte vorausgesetzt werden —, daß sich 
die verschiedenen Sagittalstrahlenkegel der Neigung u gegen die optische Achse 
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bildseitig alle im gleichen Punkt, dem Bild des auf der Achse liegenden Objekt- 
punktes, schneiden. Es wurde also angenommen, daß die Abbildung frei von 
sphärischer Aberration ist, wie wir das schon früher — bei der Spezialisierung 
der Isoplanasiebedingung zur Sinusbedingung — erwähnt haben. 


3. Auflösungsvermögen und Sinusbedingung 


Aus wellen- und beugungsoptischen Überlegungen ist bekannt, daß auch bei 
idealer Abbildung — also dann, wenn eine von einem Objektpunkt ausgehende 
Kugelwelle durch das optische System zu einer konvergierenden idealen Kugel- 
welle umgeformt wird — das entstehende Bild des Objektpunktes nicht punkt- 
förmig ist, sondern ein Lichtscheibchen darstellt, dessen Intensität (Helligkeit) 
von ihrem Maximalbetrag in der Mitte zum Rande hin auf Null abnimmt und 
dessen Durchmesser 2 o, von der Wellenlänge A’ des benutzten (als mono- 
chromatisch vorausgesetzten) Lichtes im Bildraum und der bildseitigen Öff- 
nung (%)max = w des zur Abbildung benutzten Teiles der Kugelwelle — geo- 
metrisch-optisch gesprochen: des abbildenden Strahlenbüschels — abhängt, 
und zwar ist 


20—=1,22 (VIL3,1) 


sin u’ 
Damit zwei benachbarte Objektpunkte im Bilde noch getrennt wahrnehmbar 
sind, müssen sie.voneinander einen solchen Abstand y haben, daß der gegen- 


seitige Abstand y’ ihrer Bildpunkte größer — mindestens gleich — ist dem 
Radius o/ der Bildscheibchen, daß also 


yo, (VII 3,2) 


ist. 

_ s tu, wenn Sr bzw. Our 
den Durchmesser des bildseitigen bzw. objektseitigen Strahlenbündels in der 
Ebene des bildseitigen bzw. objektseitigen Hauptpunktes bezeichnet und a’ 
wie bisher der Abstand des Bildes vom bildseitigen Hauptpunkt des Systems, 
a der Abstand des Objektes vom objektseitigen Hauptpunkt des Systems 
ist. Nun ist rw = &u. Es ist demnach 


Nun ist An’ = An; sinw tg uw = 
8 


4 a PET ' Pe = rn A _ n A a’ 

tg u —_ tg ur sıını, a1so a 0,61 an ten a: 

Andererseits ist, wenn , ®’ die ‚„Bildfeldwinkel‘‘ sind, unter denen die zu 

einem dem axialen Objektpunkt lateral benachbarten Objektpunkt [bzw. zu 

dem diesem „benachbarten Objektpunkt‘“ konjugierten Bildpunkt] gehörigen 
Hauptpunktstrahlen gegen die Achse geneigt sind, 


nsino—=nsno; snmorgV =; tgo = 
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Dann muß — wenn % der Achsenabstand des außeraxialen Objektpunktes 

und y’ der Achsenabstand des außeraxialen Bildpunktes ist — 

je atdo a ‚ n’ a BI 6 KR a’ 

a’tgw na na na ntgu a 

also 
, 4 | 
el er = ee (VII 3,3) 
ntgu N Sın U 


sein, damit die Bilder der beiden lateral benachbarten Obj ektpunkte getrennt 
wahrnehmbar sind. A — nsin u in «| ist die „numerische Apertur‘ des abbildenden 
Systems. | 


Bei der Ableitung sind vier Näherungen benutzt, von denen mindestens 
die erste bei mikroskopischer Abbildung im allgemeinen nicht zulässig ist, 
nämlich 

1) tgu 7sinu, 
2) tgu = sinw, 
3) tgw Fsino, 
4) tg w’ I sin w. 


Von diesen Näherungen wird die zweite, dritte und vierte im allgemeinen 
noch erlaubt sein, da der Winkel w, unter dem die beiden um den kleinen 
Betrag y voneinander entfernten Objektpunkte vom objektseitigen Haupt- 
punkt aus erscheinen, tatsächlich in allen (oder doch fast allen) Fällen sehr 
klein ist und das gleiche für die bildseitigen Öffnungswinkel u’ sowie für o’ gilt. 

Ohne diese Näherungen ergibt sich, daß zur Trennung der Bilder beider 
Objektpunkte erforderlich ist, daß 


‚n’atgw sinw’ ‚wa tgw sinw nA tgw sin w’ sin u tew 


0,01 ee 


na’sino tgw — "onasinutgo A sin» tgw tgu sin uw 
(VII 3,4) 
Nehmen wir die Näherungen 2), 3) und 4) als erfüllt an, so gilt also statt 
(VII 3,3) genauer, daß y > 0,01" .% sein muß mit x = ann ei daß 
hiernach das zu erwartende Auflösungsvermögen (AV) Be a wird als’das 
„theoretische AV“, wobei wir AV definieren durch AV = — ‚so daß 


_tgu 
 sinu 


Ve rtereeE =1  (VII3,5) 
nA x nA 

und AV = Anzahl der (gleichabständig. angenommenen). „Punkte“ pro mm, 

die noch getrennt werden, wobei A in mm ausgedrückt einzusetzen ist. 


Nun ist 


für = 10° | 20° | 30° ! 40° | 50° | 60° | 70° | 80° | 90° 
— 8% 2 1,015 |1,057[|1,155 1,303 |1,560| 2,000 [2,930| 5,76 | oo, 
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so daß hiernach das AV mit wachsender Apertur stärker als proportional 
der Apertur zunimmt. Andererseits nimmt zum Rande des Gesichtsfeldes 
hin das Auflösungsvermögen AV des Objektivs — auch bei idealer. Strahlen- 
vereinigung — ab, da dort auch die Näherung 3) nicht mehr gestattet ist 
sin Aw 
und ER 
Berücksichtigen wir jetzt aber die Sinusbedingung (VII 2,1) und nehmen 
sie als erfüllt an, so folgt wegen 


mit wachsendem w immer kleiner wird (Aw = — @®}). 


nsın u 


——— — Bo = const , 
r sın uU Gum cm 
daß 
Pa nA na y’ nA 
ol n’sinw 0,61 Po nsinu u A’ 
und da y’ > o = 0,61 2 = sein soll, so erhalten wir jetzt ohne Vernach- 
lässigung 
ni | A 
yZ0,61 7: also | AV = 1,64 ae (VII 3,6) 


über das ganze Gesichtsfeld. 


4. Sinusbedingung und Asymmetriefehler (Komafehler) 


Wir wollen jetzt einen unter der Neigung u auf eine sphärische Linsenfläche 
mit dem Radius r treffenden Lichtstrahl betrachten (vgl. Abb. 47). Wir be- 
zeichnen wieder wie früher durch 3 seine Schnittweite. s sei die Länge des 
Lichtstrahls von der Fläche bis zum Schnitt mit der Achse, t das Lot vom 
Schnittpunkt des Strahls mit der brechenden Fläche auf die Achse und ? 
die zugehörige Scheiteltiefe.- | 


Abb. 47. Zur Ableitung der Beziehung zwischen 35, 5, r und 1. 


Aus der Zeichnung läßt sich dann leicht folgende Beziehung ablesen: 
2— 2--(8S——=r— (r— 2%. 
Mit Hilfe der beiden rechten Ausdrücke erhält man für s? 


2=r— rt +2r 822-2 R= 8242 (r— HL. 
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Daraus ergibt sich für 5 selbst 


2 2(r— 3); 
33/14 zo), 
Ss 


Berücksichtigen wir nun, daß bei kleinen Strahlneigungen % selbst auch 
eine sehr kleine Größe ist, so daß wir höhere Potenzen von ? gegenüber r 
und $ vernachlässigen können, so erhalten wir, wenn wir den hier auftretenden 
Wurzelausdruck in Reihe entwickeln, in genügender Genauigkeit 


gs 


(VIlL4,1) 


Wollen wir noch die hier auftretende Scheiteltiefe £ durch die anderen 
Größen ausdrücken, so entnehmen wir der Zeichnung 


ti=r— yr® — 2 
oder, wenn wir die Wurzel wieder in eine Reihe entwickeln, 


e2 £2 
I=r—r(1-; )- - j 


ar) 


Dies in unsere Gleichung (VII4,1) für s eingesetzt, ergibt 


rs S T 
wo wir für achsennahe Strahlen in der benutzten Näherung — und bei be- 
hobener sphärischer Aberration allgemein — $ durch s ersetzen können. 


Nehmen wir hiervon den reziproken Wert, so erhalten wir, wenn wir für 
die rechte Seite wieder eine Reihenentwicklung vornehmen, 
I ı 1/1 118 
ss 2 E :) s? 
Führen wir hier als Abkürzung die bei der Behandlung der SeIDELschen 
Bildfehlertheorie eingeführte invariante Größe (VI 2,1) 


I 1 
9-5) 
ein, so nimmt unsere Gleichung die Form an 
uhr VII4,2 
Fu Sr Al +29). (v114,2) 


Eine entsprechende Beziehung können wir für den gebrochenen Lichtstrahl 
ableiten: 


= 2 2 
94, (4-;) = 59, (1-50). (VIL4,3) 
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Wir bilden jetzt das Verhältnis der beiden Schnittweiten vor und nach 
der Brechung 


’ 2 Be \ 5 ee. (1 1 
7 (| 
Führen wir noch nach (VI2,1) die Abkürzung (7° 33) = AN m) ein, 


so geht obiger Ausdruck über in 
a 1 2 9-N > VII 4,4 


Betrachten wir nebenstehende Zeich- 
nung (Abb. 48), so sehen wir, daß 
andererseits gilt. 


ou 
= 


sın u 
sinu’’ 


(VIL 4,5) 


“il 


Abb.48. Zur Ableitung der Beziehung Wir wollen nun ein optisches System. 
zwischen 35, 8, u und «'. untersuchen, das aus mehreren Flächen 
. besteht. Für dieses erhalten wir dann 
aus den obigen Überlegungen [vgl. (VIL4,4) und (VII 4,5)], da t; eine kleine. 
Größe ist: 
ko. k = kr 2 
sınu, sınu; JE 55 &; 1 
sinu; U sinus Il; = I: II 130,4 (2), 


1 er je 


(1-3 27994 (2). (VIL4,6) 


Abb. 49. Darstellung von u, und ur. 


Damit nun die Sinusbedingung (VII 2,1) erfüllt ist, muß das 2. Glied in 
der Klarimer verschwinden, d.h., es muß gelten: 


: 1 
2; N (2), = 0. (VII 4,7) 
zu 
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Nun haben wir bei der Behandlung der SEIDELschen Bildfehlertheorie an- 
gegeben, daß [siehe (VI 2,5), (VI 2,6), (VI2,4), (VI 2,2)] 


-[leale), 


Be 7; A; 


ist, wo i : 
T,=8£, + d, > j 


+, 
2) Q, 


war, so daß nach (VI 2,1l) 
ae Se 
EIL-EYRAZ A HER 
1 


worin noch £ 2 A,= 0 ist, wenn — wie bei Erfüllung der Sinusbedingung 
vorausgesetzt wurde — das System von sphärischer Aberration frei ist. 
Die hier auftretende Größe d, nimmt für ein System aus unendlich dünnen 


Linsen den Wert Null an, und wir erhalten dann, wenn neben 2 A,—=0 auch 
20d,A,—=0 oder doch vernachlässigbar klein ist, 


sm-y2u-2(oal), 


Dabei war B, der spezifische Flächenteilkoeffizient der v-ten Fläche für den 
Asymmetriefehler (Komafehler usw.). Der Komafehler eines von sphärischer 
Aberration freien Systems aus unendlich dünnen Linsen verschwindet also, wenn 


Y B, — 43 59,4 (-,),=0 
3594 (})- 


Dies ist aber die gleiche Forderung (VII 4,7), die erfüllt sein muß, wenn die 
Sinusbedingung erfüllt sein soll. 

Anders ausgedrückt heißt dies: Ein System mit d; — 0, für das die Sinus- 
bedingung erfüllt ist [und das frei ist von sphärischer Aberration (s. o.)], be- 
sitzt auch keinen Asymmetriefehler (Komafehler). 


oder auch, wenn 


5. Die Proportionalitätsbedingung 
Die Isoplanasiebedingung (VIIl ir 
N, Si sin u Ns’ 


a 


N, Sin ur # SH — 2 


läßt sich in verschiedenen Formen schreiben, von denen wir hier zunächst 
die. sogenannte Proportionalitätsbedingung besprechen. 


6. Das Koinzidenzkriterium 97 


Durch Umschreibung von (VII 1,4) erhalten wir 


N, a Br BL 
. = Ps — ZE 
N sın Ur a 5. ——%k 


Bu. 8% (= 77 P — const : (VII 5, 1) 
N, Sın U, —_.B/ Ps 
| n,sinur 
bzw. für s, > oo 
5, — 5% ; 
== const (VII 5,2) 
N,bı 


[4 
= „_ 
Ne SINn Ur | 


Diese Form bezeichnet man als Proportionalitätsbedingung, da sie besagt, 
daß N, Sin u, 
a 


— ß% für alle u, , also über die ganze Öffnung des den Achsenpunkt 
N si in ur 


eines Objektes abbildenden Strahlenbündels, proportional zu 3» —= \s 
sein soll. Sie ist aber — worauf wohl BERER als erster hingewiesen hat — 
praktisch wertlos, da sich die Aufrundungen in der Logarithmentafel (selbst 
bei sechsstelligen Logarithmen) so stark auswirken, daß sie auch bei einem 
guten System im allgemeinen nicht erfüllt ist. Wie BEREK schreibt: ‚,‚Die 
Proportionalitätsbedingung ist eher ein Kriterium für die Genauigkeit der 
Logarithmentafel oder für die Kompensationen der Aufrundungen während 
der Rechenarbeit als ein Kriterium für die Beseitigung des Asymmetriefehlers.‘ 


6. Das Koinzidenzkriterium 
Wir nehmen jetzt eine andere Umformung ‚der Isoplanasiebedingung 
(VIL1,4) vor: 


n.sın u, 1 

-/ I , of 1 ı 

5: — 5 = (8% — 25) 1! 
"nz sin ur ß5 


Daraus folgt 


o/ Be 4 ° u i 
+ FT _ 4 — sonst (VII 6,1) 
/ s / [4 . [4 
fs NR, sin u; 
bzw. für s, = oo 
Sk ga Ba — 2%, = const | (VII 6,1.,) 
=; N, sin Ur 
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Dies ist das sogenannte „Koinzidenzkriterium‘‘. Es besagt, daß die beiden 


Kurven = j ß 


Pf, n,sin u; (u,) 


(und entsprechend bei s; = 00: die beiden Kurven 


= 5 (u,) und 


2 er 2, — 5% N,tı 
Sk = 5 (t,) und ver je u) 
sich in der graphischen Darstellung zu 
einer Parallelen zur wu,-Achse (bzw. 
n,- sin u, t,-Achse) ergänzen sollen (Abb. 50). 2, ist 
m, so, lu) dabei der Abstand des Bildes der asym- 
% K metriefehlerfreien Blende vom letzten 
Linsenscheitel, u der AP. Wir können 
den Faktor | 


2 — 5% h 2, — 5 
Abb. 50. Zum Koinzidenz- u ee Ten 


kriterium. 


dabei ausdrücken durch Größen, die aus der Berechnung der Flächenteil- 
koeffizienten bekannt sind. 
Beziehen wir die Lage der Blende (der EP) auf den objektseitigen Brenn- 


punkt, bezeichnen wir also FBl durch &, so ist [wie wir früher (IT 2,1) 
ee 
=, 
verschiedene Achsenpunkte (s, und 2,) die Tiefenvergrößerung war [siehe 
(16,1)], so erhalten wir, wenn wir diese Formel auf die Blende anwenden, 


sahen] f’ — =ı Da nun allgemein -. =, ß: für zwei beliebige 
1 1 


also (2), #, P)= (&, &, PB’) setzen: ıır 
ie — Sk _ : am f= N 7 A185 Ok + 8 Ss, A 
ß; on n, al) N, (N l BEE DB ! 
z,(F) 2, 
N% | 1 3) 
or , — 8, 1 
2% —- 5 N] Sı 21 
ee ae eh VII 6,2 
BR = E 1 1) ) 
ff Az 


Nach den Formeln, die wir im Abschnitt III ‚Eine allgemeine Abbildungs- 
formel‘ abgeleitet hatten, ergibt sich [vg]. (IIL 2,1) und (III 2,6)] 


2] (F) NE &% 21 

N Rz est 

—f 5% „ 7° 
und : : | 
1 1. 1 1 nee] 


3 Mhz 
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Somit erhalten wir 

( 1 1a_ .-}) aM) mit 
z(F) 2/ f u ah N, Sr tı 

1 = 2,(F) 

(Pf) 2 F aM) ne 1 

— Eur IT (VI1 6,3) 

1 4 


ss 4 
Nun war die asymmetriefehlerfreie Blende bestimmt .durch die Beziehung 
(VI 3,1) 


E_ 1 1ı ZA, 


& Ss nn ZB,’ 


die sogenannte FRAUNHOFERsche Bedingung, so daß 


2 


l 
7 = n, E Nor 6% 21 N% 6% & B, 
SCHERE LS 
5b EN, SKbı ZA, 
oder 
Y%r | 
’ —6] Fa 
2 Zu) N, 1 | 
Bon ey f zB) ,| 08) 

| $% 21 ö Sl | 


Diese Beziehung wurde von BEREK abgeleitet. Aus ihr folgt für die 
Konstante des Koinzidenzkriteriums (VII 6,1), d.h. für den Wert, den 
die linke Seite von (VII6,]1) für u„— 0 annimmt, d.h. für %& > s: 


NE iE _, 
ABER N] l 
Fa | "TER 
da ja 
n, Sin u, 


—_ $\ 
ra vu 6,5H 
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Analog erhalten wir für s, > oo 


st __,? PR EEE BERE PEN? 205) 
u a ® TB, e“ 119) 
sh () | ü ne 


Fallen speziell die asymmetriefehlerfreien Blenden mit den Hauptpunkten 
zusammen, so tritt eine wesentliche Vereinfachung der gefundenen Beziehung 
ein. Dann ist nämlich £&=— f und 2, =2,(H), und die Formel für die Tiefen- 
vergrößerung geht über in %& = 1, so daß dann 


\ 


0, 14 1 
£k 5% N 


ee. as Dyzsh 
Zn 
Da meist s), > 2,(H) ist, ist hierin noch oft 
eo. zer — Ss, und für s,—oo folgt dann nach (14,1) a — = 2 , 
ßs N, i N, 


Das Koinzidenzkriterium (VII 6,1) 


7 o/ 7 . 


+ 5 = const 
ß; N SINn Ur 
geht dann mit (V116,5*) über in 
u 7 
3. — 8  — const u BEL Des er, (VII 6,7) 
Ur N 
bzw. für s, >00 in 
= 1 j N 7 0 - 
5% — —— = const | = + — =. (VII 6,8) 
SIN Ur N 


Dies ist eine Beziehung, die auch dann noch praktisch gültig bleibt, wenn 
2,, & verhältnismäßig stark von 2,(H), 24(H) abweichen, wenigstens soweit 
es sich um die Konstanz des links stehenden Ausdruckes handelt. Dabei ist 
diese Konstante dann jedoch ungleich 2. 


Den umrahmten Teil der Beziehung (VII 6,7) bzw. (VII 6,8) bezeichnet 
man dann als „vereinfachtes Koinzidenzkriterium‘. Bei ihm ist also die ver- 
einfachende Annahme gemacht, daß die Bilder der asymmetriefehlerfreien 
Blende mit den Hauptpunkten zusammenfallen oder. doch in ihrer Nähe 
liegen. 


j 
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BEREK! gibt hierfür als Beispiel die Werte, die sich für ein PETzvAusches 


Porträtobjektiv der Brennweite f’ — 0,99860 für s, = oo ergaben: 


Öffnungs- 
verhält- 
nis 


u BE nn 


1 M. BEREXK, Grundlagen der praktischen Optik. Walter de Gruyter u. Co., Berlin 


6] 


0,0000 
0,0416 
0,0555 
0,0734 
0,0960 
0,1220 
0,1430 


1930 (8. 77). 


0,71179 
141 

144 
.074 
068 

027 

058 


0°0’ 0’ 

2°23’17” 
3°09’31” 
4°13’01” 
5°31716” 
7°01’25” 
8° 14’16” 


nt, 
! 


ny Sin.uR bedingung 


0,99860 
838 


Proportio- 


nalitäts- 


Koinzi- 


denz- 
krite- 
rium 


— 0,771 
— 0,771 
—0,771 


— 0,772 


— 0,771 
—0,771 
— 0,772 


[4 


&k 


(Sees 
= IE 


Verein- 

fachtes 

Koinzi- 
denz- 
krite- 
rium 


— 0,287 
— 0,287 
— 0,287 
— 0,287 
— 0,287 
— 0,287 
— 0,288 


(2) 


FREE rd 
B Su 05? 


VIII. Weitere Abbildungsbedingungen 


F 


1. Die ZINKEN-SOMMERSsche Bedingung 


Wir wollen jetzt untersuchen, ob es möglich ist, den Astigmatismus bei 
vorgegebener Lage einer Blende (nicht zu großer Blendenöffnung) und bei 
vorgegebenem Objektabstand aufzuheben. 

Wir gehen dazu von den Formeln für den Astigmatismus aus, die wir in 
IV 4 abgeleitet hatten, und von untenstehender Zeichnung (Abb. 51), wobei 
wir annehmen wollen, daß der Punkt / sehr nahe der Achse liege, d. h., daß t; 
eine kleine Größe sein möge. 
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Abb. 51. Zur Ableitung der ZINKEN-SoMMERschen Bedingung für Behebung 
des Astigmatismus bei gegebenem Objektabstand und gegebener Lage der 
(sehr engen) Blende [(sBı);= 3; (sp); =]. 


Die Abbildungsformeln für den sagittalen (IV4,3) und tangentialen 
(IV 4,2) Strahl lassen sich mit (IV 4,1) wie folgt zusammenfassen: 


n’cos?i’ MNcos??t ı 
t’ t 
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Entwickeln wir die hier auftretenden Glieder cos?? und cos?’ je in eine 
Reihe, wobei wir die höheren Potenzen vernachlässigen, so wird 
cos®i—1— 2 
und damit i 2 


es 


Nun läßt sich — wie folgt umformen: 
a | 1 4 11-115! 


er erg 


Entsprechendes läßt sich für = durchführen. Wir setzen diese beiden Ausdrücke 


in unsere Abbildungsgleichung ein und erhalten: 


N nv? nn n® m WW 223 ’ n,n 
TE Ze Saar Sa DER ZA il u: (—D, 
worin sich die unterstrichenen Glieder gegenseitig fortheben. Wir erhalten so 
"V-t) nli-g _ne? n® 
— A De a na (VIIL1,1) 


Setzen wir voraus, daß die Winkel und u so klein sind, daß wir den Sinus des 
Winkels gleich dem Winkel setzen dürfen, so entnehmen wir aus der Zeichnung 
(Abb. 51) folgende einfache Beziehung: 

: l ne 

I =Pp —uUrb (-3)=39: 
die um so besser erfüllt ist, je näher der optischen Achse wir den Schnittpunkt 
des betrachteten Strahls mit der brechenden Fläche annehmen. 

Hierin bedeutet Q die schon öfter benutzte Invariante (1 2,1*), angewandt 

auf die Blende als Objekt, 


ee. Se 1 | 
Für ?' ergibt sich ein entsprechender Wert 
: o 

Mutz 

ı, — 8: 
so daß unsere Gleichung (VIII 1,1) mit diesen Größen übergeht in 

"v-r) nÜ-t) 52/2 Fra) 
t’2 . t2 : x £ Q I» t’ nt 2 (VIII 1,3) 


Ferner können wir in erster Näherung st und s’”> t’ setzen, .da ja unsere 
Strahlen nur sehr-schwach gegen die optische Achse geneigt sind. Dann können 
wir unseren auf.das Objekt angewandten Ausdruck Q auch schreiben 


[etw (in) 


8 Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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» ._ 1 a_.lh W\_, 3-t 
d-9=n(5-;)=" (? zn 34° 


Da andererseits, wenn y die Größe des Objektes, d. h. der Achsenabstand des 
außeraxialen Objektpunktes (mit Bezug auf die betrachtete brechende Fläche) 
ist, die Beziehung besteht (vgl. Abb. 52) 


Also.wird 


so erhalten wir 


Abk. 52. Zur Ableitung der Beziehung = ‚ worin syp=2:=s. 
Bi Bl 


Setzen wir diesen Ausdruck in unsere umgeformte Abbildungsgleichung 
(VIII 1,3) ein, so nimmt diese die Form an: 


Zn DZ w (5) wei 


tr [en2ye\ j-t [4 \2(1 1\. 
ny?\ltany) np? \d- a nv nt)‘ 


In I5 hatten wir den HstLmHoutzschen Satz (15,3) kennengelernt, der 


RR 2 1 


aussagte, daß nyu = ny'u. 


t E Z 
Beachten wir weiter, daß wir in unserem Falle u —= er und w 7 7 
setzen können, so geht der HELMHOoLTZsche Satz über in 


nyt=nyt, 
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d.h., der Faktor bei —. hat den Wert 1, und es wird 


Es u = _ (er = ) | (VIIL1,4) 


Besteht das abbildende optische System aus mehreren (k) Flächen, so müssen 
wir über k solcher Gleichungen summieren. | 


Nun ist aber 
(= 
in’ y” n Y*lj+ı' 


so daß bei der Summation auf der linken Seite nur die Glieder 


rn u 


übrigbleiben. Die anderen Glieder heben .sich fort, und wir erhalten 


k 


wobei wir noch t?= s und f’ 7 8’ gesetzt haben. 

Wir wollen nun annehmen, daß wir es mit einem astigmatismusfreien Objekt 
zu tun haben, daß also |, = t, ist. Multiplizieren wir nun die so vereinfachte 
Gleichung (VIII 1,5) mit n;y’?, so erhalten wir für die Größe des Astigma- 
tismus 


k u e \2 
1. 2 end Q 1 41 er & ) 1 
Ir: 1% — N Yk P2 5) r s’ 4) - N Yr* (5 i) ZaN (-, AR 


Wollen wir nun ein astigmatismusfreies Bild a so muß die rechts- 
stehende Summe verschwinden, und wir erhalten die ZINKEN-SOMMERsche 
Bedingung (für astigmatismusfreie Abbildung): 


k 9 2 k o 2 
Q 1 1 Q 1 
a) Ba u —}]=0. (VIlI1l,6 
4 f ) \ s’: nn ;) 2 \; Sa \; .) ( ) 


j=1 


2. Ableitung der drei ersten SsIDELschen Bedingungen aus der 
ZINKEN-SOMMERSschen Bedingung 


Die drei ersten SmIDELschen Bedingungen können wir aus der ZINKEN- 
SoMMErschen Bedingung etwa in folgender Weise ableiten. Wir betrachten 
dazu wieder die j-te brechende Fläche eines optischen Systems (vgl. Abb. 53). 
Der betrachtete Strahl möge wieder nur eine geringe Neigung gegen die optische 
Achse besitzen. Dann gelten (mit 2; = $;) folgende Beziehungen: 


er A ed 

Sa1=4t b-ı, io =, %_ı; 

3 u nit u 2 u ed en 

3 3-41 9-1,: Gag 9-1 — 
8* 


\ 
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Abb. 53. Zur Ableitung der Beziehungen zwischen 
5-1, 55 4-38), -1(=$-1), 4 und };_ı. 
sowie , a Pr : 
Ss; _ y . ER :_ 
1_72 oder ein, (VIIL2,1) 
5-1 5 Sj 6 
Nun ist 
, _ Y-ıly4—s) _$-14 34-31 rt 
= 5; ; 3 — 5; 
ad Has % 
ge te 1 1 5 1 1 
8-1 24 
een) 
ei 
I I 
E; Nn;_1 ne 
ee 1 1 1 1 
Zn ee een) 
L\r;-ı %—1 rj-1 Sj—1 
4-1’ EN 


u dm toi ldi-ı 9-1) 


wenn wir beachten, daß n;_ı= n; ist, und wieder die Invarianten (I 2,1*) 


1 1 1 1 N l 1 1 1 
G=n (--;)=" 5) und = ml =" 5) 


T; j T; j 1; % 
einführen. 
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Dividieren wir unsere Gleichung durch 2; t; t;_ı, so erhalten wir 


d_ı 1 1 


nn — —. (VIII 2,2) 
muy 8(G-9) Bald -) | 
Betrachten wir nicht nur die j-te Fläche, sondern das ganze optische System 
mit k brechenden Flächen, so müssen wir wieder summieren, und zwar dürfen 
wir hier natürlich erst mit j — 2 beginnen, da ja auch der Index 5 — 1 auftritt. 
Auf der rechten Seite bleiben nur die Glieder mit den Indizes 1 und % übrig, 
alle anderen heben sich gerade fort. Formen wir das so erhaltene Ergebnis 
gleich noch etwas um, so nimmt es die Form an 


1 1 2 d;_ı 
BESTEHT TREE RE hr EEE + 
da) Ada) mh 


oder, wenn wir den Summationsbuchstaben um 1 ändern: 


1 1 ee d; 


BER DENE EL ER VIII 2,3 
& (Or — Qr) 7 (di 9Qı) a +1 ddı41 


Nun lautet die ZINKEN-SOMMERsche Bedingung (VIII 1,6) für die Aufhebung. 
des Astigmatismus bei vorgegebener Lage einer sehr engen Blende 


IRA TTen® 
E\E-) \u mE 


wofür wir auch schreiben können 


bier 2) A (u),=0 


Setzen wir nun (VIIL 2,3) in die ZINKEN-SOMMERsche Bedingung ein, so 
erhalten wir 


k ; 1 ;—1 dı 2 1 0 
else Er Es EP —_— I —0(. 
A | Ir (dı —Bı) +2 +18 )) a las) | 


Wir formen diesen Ausdruck noch etwas weiter um: 


942 = : 
y I N, ey: ——- - Alu), 0: (VIII 2,4) 
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Wir wollen nun den in der Summe auftretenden quadratischen Ausdruck 
ausrechnen. 


Q 4) 2 


10, Fi e = 2 (VIII 2,4a) 


Hierbei tritt nur noch ein einziger Ausdruck auf, der von der Lage der Blende 
abhängig ist, nämlich (9, — Q))- 

Die ZINKEN-SOMMERsche Bedingung gilt für die Aufhebung des Astigmatis- 
mus bei vorgegebener Blendenlage. Unabhängig von der Blendenlage wird sich 
also ein einwandfreies Bild — in den Grenzen der betrachteten Näherung — 


ergeben, wenn auch die Einzelausdrücke, die mit dem Faktor ; versehen 


1 1 
sind, für sich verschwinden. Man erhält dann also aus (VIII 2,4) unter Berück- 
sichtigung von (VIII 2,4a), wenn wir noch die Abkürzungen einführen, wie 
wir sie bei der Se'DELschen Bildfehlertheorie [vgl. (VI 2,5) bis (VI 2,7)] ver- 
wendeten, die Bedingungen 


k k 


= Y {5 +d,} A,;= Yua =): B;=0, 


j-1 j=1 
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und demnach auch: 


2. 20 Tee u) 
I KHK 2 i(.) 7 | ) 


j=1 


Sind diese drei Bedingungen, die wir früher schon bei der Betrachtung der 
SEIDELschen Flächenteilkoeffizienten [vgl. VI2] kennengelernt haben, gleich- 
zeitig erfüllt, so ist — entsprechend dem früher bereits gefundenen Aus- 
druck für den. Astigmatismus: | 


einen, ZzRIR LI ER 
— der Astigmatismus unabhängig von der Blendenlage behoben, da ja dann 
5 (ZIIL,—EIV,)= 0 
ist, und zwar unabhängig von Z, wo 


1 1 
Pan u 
m (=;,) di Qı 
5sı 9 
war. 


3. Bildfeldkrümmung und PETZVAL-Bedingung 
a) Berechnung der Bildpunktkoordinaten (yf, z}) und (yı, 2) 


Ein außeraxialer Punkt eines Objektes werde durch ein enges, durch die 
Blendenöffnung bestimmtes Strahlenbündel abgebildet. Der Hauptstrahl 
dieses Bündels habe bildseitig die Neigung ur; gegen die Systemachse. Die 
„Bildpunktkoordinaten‘‘ geben die Lage des sagittalen und tangentialen Bild- 
punktes mit Bezug auf die paraxiale Bildebene an, und zwar bezeichne — wie 
in Abb. 54 — die z-.Koordinate den Abstand des betreffenden Bildpunktes. von 
der parazialen Bildebene und die y-Koordinate den von der optischen Achse. Sind 
die beiden x-Koordinaten für alle Strahlen gleich Null, so liegt keine Bildfeld- 
wölbung vor. 

Zur Ableitung der Bildpunktkoordinaten betrachten wir das von einem 
außeraxialen Punkte ausgehende (wenig geöffnete) Strahlenbündel nach der 
Brechung an der letzten Fläche des optischen Systems. Ferner sei die paraxiale 
Bildebene durch ihren Abstand (s;), vom: letzten Flächenscheitel gegeben. 
Außerdem wollen wir die Lage des sagittalen (U) und des tangentialen (V) 
Bildpunktes als bekannt voraussetzen, d.h., die Größen fj, und tz seien aus der 
Berechnung des Astigmatismus dieses Bündels bekannt. Die z-Koordinate des. 
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FE. N Parariale 
U Bildebene 


— m — ——— — 


Abb. 54. Zur Berechnung der Bildpunktkoordinaten *) 


2 Yo 2, aus Sr, ba, tr, ur, (+) und @r, worin (s) = (St)u,=0- 


sagittalen Strahles läßt sich dann nach der Abb. 54 aus mehreren Größen zu- 
sammensetzen. 


!-OR—=-08+ SE =0'S+QR=0'S+-QP-+ PR 
wis iss zes 2 
— PR+QP— SO’ = fr cos u; + rr (1 — c08 9) — (S4)y - (VIIL 3,1) 
Desgleichen erhält man für die anderen Koordinaten 


— — —> —— — — 1-0 — 
!-07=-084ST7’=-08+07T=-0S+QP+PT 


— _— — 
— PT+QP—- 80’ =; cosu; + rr (1 — c0s 9) — (Sh)o; (VIII 3,2) 
—> — — Lg " 
Y=RU=RR+-RÜU=PP-UR=nsing — Ir sin us; (VIII 3,3) 
= TV- rT - TV — PP— ’T = — r, sin 9, — tr sin ur. (VIII 3,4) 


Bei der Ableitung dieser Koordinaten muß man — wie stets — darauf achten, 
die auftretenden optischen Größen (z. B. die Schnittweiten) mit dem richtigen 
Vorzeichen einzusetzen (vgl. I1). 


b) Zur Bildfeldkrümmung i 


Wir betrachten jetzt wieder eine brechende Fläche eines optischen Systems. 
Das durch das Teilsystem bis zur vorhergehenden Fläche gelieferte Bild unseres 
(kleinen) ausgedehnten Objektes werde — als Objekt OÖ für die neue Fläche 
betrachtet — durch diese abgebildet. Wir wollen nun annehmen, daß unser 
Objekt bereits eine Bildfeldkrümmung vom Krümmungsradius ox besitze. 
Dann hat auch im allgemeinen das Bild eine Krümmung, deren Radius 0% sei. 
Als abbildende Strahlen betrachten wir einmal’den Hauptstrahl, der zum 
äußersten Punkt unseres Objektes gehört, und zum anderen einen Strahl 


*) Statt 1; lies: t;, statt af, =; lies: z{, z 
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durch das Krümmungszentrum unserer brechenden Fläche. Analog den bisher 
benutzten Größen führen wir auch hier wieder ein: 


sbzw.s® Objekt- bzw. Bildweite, 


2bzw.2 DBilendenbildlage (Lage der EP bzw. AP mit Bezug auf die be- 
trachtete brechende Fläche), 


% 


m bzw. m’ Abstand des Objektes bzw. Bildes vom Krümmungszentrum der 
brechenden Fläche, £ 
g bzw. g’ Abstand des Krümmungsmittelpunktes des Objektes bzw. 


Bildes vom Krümmungszentrum der brechenden Fläche. 


(n) 


| 

=Krümmungsrüdius 
| des Objektes 
m ER WERE. 0=Krümmungsrodius 
des Bildes 


——— 


I——— 707 


Abb. 55. Zur Berechnung der Beziehung zwischen der Krümmung eines Ob- 
jektes und der Krümmung des konjugierten Bildes. 


Für diese Abbildung gilt, wenn wir der Einfachheit halber wieder nur einen 
sehr.engen Bereich um die optische Achse betrachten, die paraxiale Abbildungs- 
formel (12,1) 


n" nn _ W—n 


s’ Ss r 
In unserem Falle ist nun 
m—=s —r, mM=s —r 
oder 
s=m-r, s =m-r. (VIII 3,5) 


Formen wir die Abbildungsformel um, so erhalten wir 
nsr— nsr—=nss —nss', 


ns (s— r)=ns(s® — r). 
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Dafür können wir schreiben, wenn wir die Beziehungen (VIII 3,5) zweimal 
anwenden: 
nsm=nsm, 
nm m +nmr = nm’ m + n'm’r. 
Dies umgeformt ergibt | 


a ee (VIIL3,6) 
m m r 
d.h. also, für die Abstände des Objektes und des Bildes vom Krümmungs- 
mittelpunkt der brechenden Fläche gilt eine der paraxialen Abbildungsformel 
(12,1) ähnliche, aber bezüglich Objekt- und Bildabstand vertauschte Formel. 

Entsprechend findet man, wenn # und m’ die Abstände von Ö bzw. Ö’ 
vom Krümmungsmittelpunkt M bezeichnen, da Ö und Ö’ gleichfalls auf einem 
durch M gehenden Strahl liegen: 

n nn Won 


Fri; (VII 3,7) 


M m 


Bezeichnen wir die Krümmungsradien vom Objekt und Bild durch ox bzw. 0%, 
ihre Krümmungsmittelpunkte durch C bzw. (”, so ist 


— {4 _ 
m =MO =MC +00 =qg-+ 0x, 
— — —> 
m’ = MO = MC’ +00 =d-+ o%- 
Die Bildfeld-Krümmungsradien o und o’ werden also als positiv gerechnet, 


wenn die (gekrümmten) Bildflächen zur brechenden Fläche hin konka» sind 


(s.. 8. 66), so daß also in Abb. 55 oe = —-OÜ<D ist. 
Damit wird aus (VIIL3, 6) 


14 / 


nn mW _ Won 
+0x dt r 
oder 

1 B | 1 ) 

Ii=% 2 

(4 = Fa r d+ek Tr 

und mit (VIIL3,7) | 

n —)=#| = -—). (VIII 3,8) 
’+0er M d+ex M 


Aus nebenstehender Abb. 56, die eine Ausschnittsvergrößerung aus der 
Abb. 55 darstellt, ersieht man, daß sich ox nach dem Cosinussatz ausdrücken 
läßt durch 


92 
= mM+P—2ngesd=m+ 27m (1-5) — (m — D’+ IM. 


Daraus erhält man für er 


m—q 
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oder 


Formt man diesen Ausdruck weiter um, so ergibt sich 


_ 1 R: 
2 m—4G 


bzw 
& 1 
——1—— ——d 
dö+ex 2 m—4G 
oder 
an u a a 
d+er Mm 2 m(Mm—4) 
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(VIII 3,9) 


Analog erhalten wir, da Ö’ auf dem Strahl MÖ durch den Krümmungsmittel- 


punkt M der betreffenden Fläche liegt: 


u udn 2 1 q 92 
+0 MW 2m (mg) ' 


(VIII 3,10) 


Setzen wir (VIII 3,9) und (VIII 3,10) in (VIII 3,8) ein und kürzen gleich 


92 i 
durch 7; 50 erhalten wir 
Nun war aber 
und 


oder 


(VII 3,11) 
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so daß wir aus (VIII 3,11) erhalten 


n(m’—e’z) _nw’(m— ex) 


m’0’Kk MOK 
oder 
N nn vn vn 
ok eek mM m Tr 
bzw. 
1 1 1 /1 1 
ra) (VIIIL3,12) 
Wo E no Tr\n nn 


Mit Hilfe dieser Formel können wir also aus der Krümmung des Objektes die 
des Bildes berechnen, wobei selbstverständlich vorausgesetzt ist, daß die von 
den einzelnen Objektpunkten ausgehenden (Meridional-)Strahlen sich in den 
zugehörigen konjugierten Bildpunkten treffen, sphärische Aberration, Koma- 
fehler (und Astigmatismus) bei der Abbildung also behoben sind. 

Betrachten wir nun ein optisches System aus mehreren brechenden Flächen, 
so wissen wir, daß dort folgende Beziehungen erfüllt sind: 


(8), =(er),,,;, wd mens. 
7 Isle 


Summieren wir also die Formel (VIII 3,12) 


SRENEFEEE RHEEN (-; -—) 

n(exR,; mlrn,;, nm n 
von j— 1 bis j = k, wobei k die Anzahl der brechenden Flächen des Systems 
bedeutet, so heben sich auf der linken Seite alle Glieder bis auf on und 


weg. 


N, (Ox)ı 


Wir erhalten also folgenden einfachen Ausdruck 


1 1 a: | km 81 x 


—  ——-V— --)=V I I=- NV —=-+J3P. 
ner, meer), KAmm mM mir, PR: u 


Nehmen wir jetzt an, daß das Objekt eben ist, so fällt das zweite Glied der 


linken Seite fort, da (ex); = ©° wird, und wir erhalten 
j En k 
I =) für (Ok) = ©. (VIIL3,13) 
N% 7 K),; ai n;f; 1 


Stellen wir nun die Bedienne daß unser Bild gleichfalls wieder eben sein soll, 
so muß (0%), = © sein, und wir erhalten die PETzvAL-Bedingung für die 


Bildfeldebnung 


(VIIL3,14) 
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4. Ableitung der PETZVAL-Bedingung für die Bildfeldebnung 
mit Hilfe der Abbildungsformel für sagittale Strahlen 


Zu diesem Zweck betrachten wir (Abb. 57) wieder die Vorgänge an der j-ten 
brechenden Fläche eines optischen Systems. Der einfallende Hauptstrahl 
treffe die brechende Fläche mit dem Radius r in dem Punkte I und werde dort 
gebrochen. (? = Einfallswinkel, # — Brechungswinkel.) Das Lot von I auf 
die optische Achse nennen wir wieder t. Das Objekt OÖ wollen wir als gekrümmt 
annehmen mit dem Scheitelkrümmungsradius (ex),, sein Abstand vom 
Flächenscheitel sei wieder s;, desgleichen 2; die Lage des Blendenbildes (mit 
Bezug auf die j-te Fläche). Entsprechend setzen wir das gekrümmte Bild 0’0’ 
mit dem Bildkrümmungsradius (ex), an. Dann erhalten wir für die drei Punkte 


a a 
kr 
Abb. 57. Zur Ableitung der Prrzvau-Bedingung S. N („),= 0 für Bild- 
je" 


feldebnung. (£=5). 


I, Ö,Ö' auf dem Hauptstrahl folgende Koordinaten, bezogen auf den Scheitel 
der brechenden Fläche, wenn wir den Index K bei o und 0’ sowie den sich auf 
die betreffende Fläche beziehenden /ndex j vorübergehend fortlassen: 
er a iz 9° Ni. | / y° 7) 
I=(*, ), 0=leit 9). Fe doged i 
Für den Objektabstand auf dem Hauptstrahl IÖ, d.h. die sagittale Schnitt- 
weite, erhalten wir nach den bekannten Formeln der analytischen Geometrie 


Be ee aa a ur) ee Vene Aa 


Bilden wir hiervon den reziproken Wert und entwickeln wir den so erhaltenen 
Wert in eine Potenzreihe, wobei wir die höheren Glieder vernachlässigen, so 
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finden wir 


1 
I _1 Po 32 m (de) 
(tes ars) +} 


22 7 — £)2 1 
el ı 5% = (VIII 4,1) 


Entsprechend erhält man für die optisch konjugierte Größe IO 


1 1 95° #2 (9’ — t)? 1 
et a + 12 (VIIL 4,2) 


I ° 
Nun gilt für die Abbildung der sagittalen Strahlen die Beziehung (IV 4,3) 
ncost’— nos " n WM Mm 
sch — y sa 1% j == 76 FT 


oder bei Berücksichtigung von (VIII 4,1) und (VIIL4, 2) 
BEA FREE 2 oO dm g? 20 (dt) 
Don = ar De on PP k 208 ers 
(VIII 4, 3) 


Entwickeln wir die cos? und cos? in eine Reihe, wobei wir höhere Potenzen 
vernachlässigen, so erhalten wir für die linke Seite unserer obigen Gleichung 


n’cos®’’ — ncosı n—n win ia 


r o— r Dr 2 


Dsch —= 


Weiter wissen wir, daß für kleine Winkel: 
= SL a; v_E86 
i=p—u=t(, 40 und = 9 
gilt. Außerdem läßt sich folgende Beziehung ableiten: 
2 as t- 1 1 - 
11 nla-3)=76-9. 


z N 


Entsprechend: 


mW. 2 (W —Q)? 8’ 2 a ? 
rn 9-1], 


2 > u VE u A BP [eo]! 


nn ee ) ’ 


2on? ars 22 
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Diese Gleichung läßt sich vereinfachen. Man bekommt schließlich, wenn 
man noch durch (Q — 9)? dividiert: 


ee REDE 


Pa" 
rl 1 2 nel 1 2 
en, 
siIln 8!’((W-0Q) sin s(d—Q) 
Wir formen weiter um: 


Re EL EN EEE EP 


Q—gQ 


en on Wr n) R-Nr er 
2 1 1 1 nn 1 1 
ee) 
Q—-Q\s” Q-Q’\st 8 ns  n8 
Die —— —-Glieder lassen sich wegen (I12,1*) zusammenfassen. Wir er- 
halten dann, wenn wir noch das — - -—- Glied mit (9 — Q) erweitern: 


ne ne (d_-g9% r 


re 


n’ 


1 l © -t ") la) 


47 


Dies vereinfacht sich weiter zu 
1 1 Ö sE SELL TE ) (- ) 
(@-0Q)% 


[4 


N N 


g’2 s? 


ne ne (0-Q% r 
(VIIT 4,4) 


Wir wollen jetzt im einzelnen die Glieder der rechten Seite unserer Gleichung 
(VIII 4,4) weiter vereinfachen. Wir erhalten dann: 


 - 
a a ae 2 Far 
ae re ae) 
Nun ist 
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also 
1/1 ı I ı 1 ı 2 1 
N 
T N nr r rs r rs rs T8 
Somit: wird 
@ 171 ni 1 „2-0 a)ıyı ı 
em = (nr = (Ö 9): Ana: 


“ b) Wir wollen jetzt gleich das 2. Glied der rechten Seite unserer ursprüng- 
lichen Gleichung (VIII 4,4) und das 2. Glied des eben für das 1. Glied der ur- 


sprünglichen Gleichung erhaltenen Ausdruckes zusammenfassen: 


LET n.: Baar. 


Ö-o”\s? 8) (d-9% \Irs rs] (6-0) sn 
_20Q- en 
(d - 0) n's’] 


c) Addieren wir den eben erhaltenen Ausdruck zum 3. Glied der rechten 
Seite unserer Ausgangsgleichung (VIII 4,4), so erhalten wir 


u A ur dere 8= re re aa) 


ae 


Damit vereinfacht sich unsere Ausgangsgleichung (VIII 4,4) zu folgendem 
Ausdruck: 
1/1 ) 
2 TE © 2) en > ).  (VIIL45) 
ne ne r\n ö-Q ns)" 


Durch sukzessive Addition über alle (k) brechenden Flächen des optischen 
Systems findet man so, da 


l 1 
N; (er), Nj+1(0R),J1 
ist, mit 


die Beziehung: 


1 1 


El ae 53 (1,4 (a a (oo) | 
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Damit einem ebenen Objekt [(0x), >00] ein ebenes Bild [(ex), >00] ent- 
spricht, muß 


1 1 Ö \,j1 
zn  \nhs N N VIII 4,6 
ine) reryase) ’ ) 
werden. 

Nun verlangt die ZINKEN-SOMMEBsche Bedingung (VIII 1,6) für die Auf- 


hebung des Astigmatismus 
k o ı 
BIANDeN 
| Q—VQli ns] 


so daß das Bild astigmatismusfrei und geebnet ist, wenn außer der ZINKEN- 
SOMMERschen Bedingungsgleichung noch weiter gilt: 


& Fu 0: 


jel 


wenn also die PETZVAL-Bedingung (VIII 3,14) erfüllt ist. 


P Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 


IX. Die Farbfehler 


1. Chromatische Aberration des paraxialen Bildortes und der 
Abbildung eines kleinen Objektes durch weitgeöffnete 


Strahlenbündel 
Wir gehen wieder von der Invarianten (12,1*) des paraxialen Strahlen- 
ganges aus!: ı aıı 
nl tlenlit) 
Tr; 8 9 


Wie wir wissen, ändert rn seinen Wert in Abhängigkeit von der Wellen- 
länge A. Damit wird natürlich auch Q; eine Funktion von A. Differenzieren 
wir daher Q, partiell nach A, so erhalten wir aus der obigen Gleichung: 

00; Qron,; , 1 95; 8% on; 
= = ed es +- 7 ea): 1 ES ge 
mol 5 Fr N; or 
Daraus erhalten wir: 
2 95 _ n 2 7 an; 1 on; 
Ba s; = mo nm a IX 1,1) 
Weiter wissen wir, rn folgende en bestehen: 
05, 85_1 


N; os; 
s; 04 i 


da s; = $_ı — di_ı und d’ von A unabhängig ist, ferner 
£; 
M=maM ud JJ-t=L. 
u=2Su—1 & 
Wir wollen jetzt die für die verschiedenen Werte von j(=1,2,..., k) 
geltenden Gleichungen (IX 1,1). zusammenfassen. Dazu nehmen wir noch 
folgende formale Veränderungen vor: 


Für j=1 bleibe die Gleichung unverändert. 


2 
Für5—= 2 multiplizieren wir die Gleichung mit n 
Für j—= 3 multiplizieren wir die Gleichung mit —,—,. 
51" 89 


Für j= 4 multiplizieren wir die Gleichung mit 
usw. 
1 Für ihn ist L; = E; . 


Ss]? 89° 592 
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Addieren wir die so erhaltenen Gleichungen, so ergibt sich schließlich unter 
Berücksichtigung der obigen Beziehungen 


ud _mon_yı A” Q,A (5% 
EA Or Ak)” N; O1 


oder 
0 5 & Nı 05 x 1 ON; 
ME. we 
Für ein materielles Objekt ish St —0. Damit sich nun die Bilder eines 


materiellen, wirklichen Objektes fr die verschiedenen Farben, die der der 
paraxialen Durchrechnung no gelegten Farbe benachbart sind, an der 


Os 
gleichen Stelle befinden, muß —=0 und demnach 


k 2 
= .) m ( 7)= 
a y EB 0 
. N (% ;=1 &] Bi N; O4 
sein oder einfacher 


k 


DICK, arte u 


j-1 j-l 


Dabei sind also die Q; und 4 der Farbe /, für die die Durchrechnung 


vorgenommen wurde, zu Bene. 


Wichtiger als die vorstehend betrachtete chromatische Korrektion des 
Achsenpunktes ist in vielen Fällen die chromatische Korrektion in den Rand- 
gebieten, so daß von der des Achsenpunktes oft abgewichen wird (s. u.). 

Bezüglich der Farbkorrektion bei der Abbildung (kleiner Objekte) durch 
endlich geöffnete Strahlenbündel sind in der Praxis verschiedene Arten üblich: 


a) =, = fl ,<i<. 
Diese Art der Korrektion wird als ‚normale Achromasie‘“ bezeichnet. 

b) 5, — 5, == 5), — 5, ) 
ergibt die sogenannte ‚„GAUSS-Achromasie‘. 

c) =, = nn für A <A<hA. 
Gleichzeitig soll bei dieser Farbkorrektion das System für }, und A, aplana- 
tisch sein, d.h., es soll außerdem die sphärische Aberration behoben und die 
Sinusbedingung erfüllt sein. Diese Art der Achromasie nennt man „ABBE- 
Apochromasie‘“. Da die Aplanasie neben der Erfüllung der Sinusbedingung 
ja auch ideale Strahlenvereinigung für die betreffende Strahlenart voraus- 
setzt — eine Forderung, die im allgemeinen nicht erfüllbar ist, so daß man 
sich auf die Erfüllung der Isoplanasie beschränken muß —, ist es besser, 
von „isoplanatisch-achromatischer Korrektion“ zu sprechen. 
9%* 
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2. Die Achromasie der Vergrößerung 


Wichtiger als die Achromasie des paraxialen Bildortes ist oft auch die‘ 
7 


d 
Achromasie der Vergrößerung, also die Forderung Z —(. Dabei ist zu be- 


N | : 

achten, daß ni — (0 allein für eine Achromasie der Vergrößerung nicht genügt, 
ost 

sondern es muß dann ‚auch noch gleichzeitig : —=0( erfüllt sein; denn die 


Hauptstrahlen der beiden verschiedenfarbigen, einen außeraxialen Punkt ab- 
bildenden Strahlenbündel schneiden im allgemeinen nicht nur die optische 
Achse, sondern auch die achsensenkrechte Bildebene in etwas verschiedenen 
Punkten (und haben im allgemeinen auch verschiedene Richtung) (Abk. 58). 


\ £instellebene 


Abb. 58. Schematische Darstellung der Lagebeziehung zwischen 
2} und 2,4, und der zu A bzw. A+ dA} gehörigen paraxialen Bildebenen. 


Die Durchstoßungspunkte der zu den verschiedenen Objektpunkten gehörigen 
Hauptstrahlen mit einer achsensenkrechten Ebene ergeben aber — cum grano 
salis — das ‚‚Bild‘ des betreffenden Objektes. Man erhält daher bei Verwen- 
dung nichtmonochromatischen Lichtes im allgemeinen Bilder mit Farbrändern. 


P7) v4 
Es muß also — falls 57 +0 ist — auch %=+ Ya, Sein, ferner muß 
02’ 
2, — 2) rar, also 5 — (0 sein, d.h., es muß das bildseitige Bild der Blende, 


die AP, chromatisch korrigiert sein (Abb. 59). 

Außerdem muß die Isoplanasiebedingung für beide Farben (oder besser: für 
alle Farben) erfüllt sein. oo. 

Wir wollen bei unseren Überlegungen statt der Isoplanasiebedingung das 
vereinfachte Koinzidenzkriterium (VII 6,7) zugrunde legen: 


R “y 

_ sın U} R N% 

5% — 8] —_—_; — const =] = 85, — 8, —Ps- 
sın Ur N, 


2. Die Achromasie der Vergrößerung 


123 


3/ 


0] 
Gehen wir von der oben es Forderung = —=( aus, so erhalten 
wir aus der unterstrichenen Beziehung! 


A aD nm sıPs 8, at nor m BL 04 

08% fOlnsı; 2dlnn; Olnn,  Oln ß; 
Ih. Ber N IX 2,1 
A nm, ln Ey} 0% Ey | ee) 


Nun ist nach (13,3) 


IE, 2 


nk: 


d.h. 
k 
Ind —=Inn, — Inn; + % (Ins — 
je1 


Damit wird also, da allgemein 


In $;) . 


£instellebene 


ZA, ArOR Sa I rs 
Abb. 59. Erforderliche Lagebeziehung 


d(Inx)_ 1Idx zwischen 2;,2;+4,, O0) und O;;a, für 
di  xdiA Achromasie der Randpunkte des 
ist: Gesichtsfeldes. 
in 10% 1 om 1m, x y(t of 1 2) 
r OBER m Ar ar Ar 30 
k 
olnn Olns 
wen | 
u | 0 )+%4| 0 )- 
Da ” 
r s S 8_1 
S=S_1— bi, also Fre 7 
ist, erhalten wir i 
120 m Im 105 1 n.98 1 5 
EA Om A mA O0 Er ar Als 8,1) 88 
; k—1 
ln ß; ölnn Olns Oln s 
— je IX 2,2 
Tu ru er eu) (1x2, 
Nun gilt bekanntlich folgende Beziehung: 
Sj &;_ = t; 
De, d.h., es wird ——_.-, 
85 &; Sj+1 5 &j41 
1 Bei einem materiellen Objekt ist wieder > 2 = 2 rn =), 
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Damit nimmt die rechte Seite von (IX 2,2) folgende Gestalt an: 


1 n k—1 


055 . | £, 105 
a E _—- — les = rer IX 2.8 
2 F ; rn 04 & 4) S; oA ) 
Sa (=) = —ı ( £; es 
= A, al 9A 


Setzen wir also für die geschweifte Klammer der rechten Seite von (IX 2,1) 
den hierfür “ ER 2,2) und (IX 2,3) sich ergebenden Ausdruck ein, so er- 


halten wir für © —- , folgende Gleichung: 


08% Nk ‚lelns; ! t; \ Olns;| 
"am 1 = 1-2) Ey) ' (IX 2,4) 


Dieser Ausdruck soll für die Achromasie der Bildgröße verschwinden. In ihm 
sind noch die unterstrichenen Glieder nach - 1,2) zu ersetzen durch 


olns _ 1 Os 8 “ N, 88, "o a(- 1 Fe) 
aA Pr AM NE =E sI 01 = H n; 04 
2 
[dabei wird Ferm —(0) bei Achromasie des Objektortes] und außerdem ent- 
sprechend 


ons: 1 08; 85 f(6,\2 |n, Os, 3 (8,12 1 Onı 
el en) 
ol s; ar n;\&) |\si 04 ai ‘Mi n, 04 

Die Bedingung (IX 2,4) ist umständlich und ist wohl praktisch in dieser 
Form noch nicht angewendet worden. 


Für so ist in (IX 2,4) si —=— f zu setzen. 


3. Die Abhängigkeit des Brechungsindex der einzelnen Glassorten 
von der Wellenlänge A des verwendeten Lichtes und ihre 
Darstellung 


In der rechnenden Optik muß man sich natürlich auf die Benutzung solcher 
Glassorten beschränken, die normaler Weise hergestellt werden bzw. her- 
stellbar sind. 
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Diese Glassorten besitzen je nach ihren Bestandteilen für die verschiedenen 
Farben verschiedene Brechungsindizes, d.h., sie besitzen eine ‚Dispersion‘. 
Man findet in den Glaskatalogen für die einzelnen Glassorten die Brechungs- 
indizes für bestimmte Spektrallinien angegeben, und zwar wie folgt: 


n — wachsend 


| | R Vio- 
Farbe Rot Gelb Grün Blau 1ött 
| | | 
Zeichen | A’ | C | D | d | e | F Ä g | @’ | Ah 
Mitte der | Mitte der 
Element | Doppel- H | Doppel- He | Hg H|ı Hg HH Hg 
linie K linie Na 
Ä 
Wellen- | 
länge in | 
mu 768,2 656,3 589,3 587,6 | 546,1 486,1 | 435,8 | 434,0 | 404,7 
Besonders charakteristisch sind: 
die mittlere Brechung: na, 
die mittlere Farbzerstreuung: np — no, bezeichnet durch C = F, 
M Na l 
die ApBEsche Zahl: ww = —. (IX 3,1) 
NF— No \ 


Weiter sind im Katalog angegeben 

die Teilzerstreuungen A’>C; Use; e-F; F>g9; g>h, 
d.h. die A,n-Werte no— na; M—No; NE—N; M—Nr; M—n 
sowie deren Verhältnis zur mittleren Farbzerstreuung, also 


No—Np Ne — Ne NE — Ne Ng — Nr Nn— Ng 


NnP—nc' NP NE i NnP—nc NP —no NF—no. 


Weiter ist wichtig, daß die Angaben dieser Werte im Katalog zwar auf fünf 
Dezimalen für die n bzw. für die n-Differenzen erfolgen mit einer Genauigkeit 
von 


+5 Einheiten der 5. Dezimalen für die n-Werte 
+2 Einheiten der 5. Dezimalen für die A,n-Werte, 


daß aber die tatsächlichen Schmelzen oft stark von jenen Werten abweichen, 
‚nämlich bis zu + 1 Einheit der 3. Dezimalen, auch stärker. 

Die v;-Werte, die etwa zwischen 20 und 70 liegen und auf 1 Dezimale genau 
angegeben sind, weichen bei den tatsächlichen Schmelzen bis zu 5 Einheiten 
der 1. Dezimalen von den Katalogwerten ab. 


m 
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Für die endgültige rechnerische Bestimmung der Daten eines optischen 
Systems und seiner Farbkorrektionen ist es also unbedingt erforderlich, die 
n;-.und A,n-Werte der zur Verfügung stehenden Schmelzen der betreffenden 


Glassorten zu kennen und zu benutzen. 
NER — 1 


Bei Photoobjektiven benutzt man übrigens oft die Größe vr nn ; 
G’—ND 


in älteren Arbeiten wird noch vp = RD 


empfohlen, während z. Z. wohl 
Near -NDp 


Nne—1 


NF—No 


ist. 


am gebräuchlichsten ».= 


4. Die Aufhebung des chromatischen Fehlers für dünne Linsen 


Eine Einzellinse läßt sich natürlich nicht achromatisieren, da für diese ja 
nur ein einziger Brechungsindex zur Verfügung steht. 

Fragen wir nach der Bedingung für die Achromasie einer aus zwei dünnen 
Linsen — die sich in Kontakt befinden — bestehenden Linse, wie sie etwa 
bei einem Fernrohr zur Verwendung kommt. Hier handelt es sich, da das 
Bild in der Brennebene — oder doch ganz in der Nähe der Brennebene — 
liegt, um die Achromasie der Brennweite. Es ist nun bei in Kontakt befind- 
lichen dünnen Linsen 


Jen (IX 4,1) 
m Fat 
Weiter gilt 
= m—1 |) (IX 4,2) 
f; rj, er 
Differenzieren wir nun (IX 4,2) nach A, so erhalten wir 
Bi 
125 (1 10m, 1 a 
Fire as ne 
oder 
1 of; 1 on, A,fı An; . 1 
len ; =, ‘und somit ah SPNELULT EN (IX 4,3) 
j;04 N;—1 o4 J; n;—1 v; 


Wir führen hier also die Differenzen an Stelle der. Differentiale ein, da es 
sich bei den praktischen Anwendungen nicht nur um zwei eng benachbarte 
Wellenlängen handelt, für die Achromasie angestrebt wird, sondern um einen 
größeren Wellenlängenbereich, für den naturgemäß keine strenge Achromasie 
möglich ist, für den man sich daher — als Kompromiß — a der Betrachtung 


endlicher Wellenlängendifferenzen begnügen muß, da u. nicht konstant, n 


also nicht linear von A abhängt. 
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Soll nun r 


fordern, daß 


der Doppellinse achromatisch sein, so ist nach (IX 4,1) zu 


1 af 1 on 20 
pa dr Fz Ta 
ist, daß also 
Ah, Ark _ 
a tat: 
d.h.: da nach (IX 4,3) A, =-— fi ist, ist zu fordern, daß 
| »; 
ILL 220 od se IX 4,4 
TREE 7 ra oaer h:fk= —-%:%- ( 2 ) 


Die eine der beiden Teillinsen muß also eine negative, die andere eine 
positive Brennweite besitzen, da ja v, und v, beide positiv sind. Da nun nach 
(IX 4,1) und (IX 4,4) | 
En 
rhAh hoah Am 


ist, so ergibt sich als Forderung 
. N—V | r —%y, N9r-— ?’ 
| i=-— z f: Be, ff z fr (IX 4,5) 
oder 
| / v / 
er fe (IX.4,5a) 


/ u 
7 y 17 y 
ı — Pa Ya — P, 


\ 


It nun >», soist #<0, %>0, d.h., zur Negativlinse gehört der 
kleinere v-Wert, f >0 vorausgesetzt. 

Die AgBesche Zahl » [s. (IX 3,1)] hat für die Flintgläser einen Wert 
zwischen 25 und 55, für die Krongläser zwischen 50 und 70. Man muß also eine 
konkave Flintglaslinse mit einer konvexen Kronglaslinse bei f' > 0 kombinieren 
und umgekehrt. 

Mit der Bedingung (IX 4,4) steht übrigens die PETZVAL-Forderung 
(VIII 3,14) bei den gewöhnlichen Gläsern im Widerspruch; denn diese besagt 
bekanntlich, es soll 


sein. Angewandt auf eine Anzahl dünner Linsen, für die ja — mit l als ‚Linsen- 


index“ — gilt 
n7—1 1—n 1 Il l 
— + —"=-—(--+7)=(,). 


nır,, nr, Mm u, nf 


soll also 3} : P= 0 sein, während die Achromasiebedingung dagegen verlangt 


N 


1 
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Bei 2 Linsen wäre also zu fordern — da 


ee a ll 
u nf Mafs nm 
1st —: 
nht+mR=0 n,_»ı 
und vfi+%f=0 u Ne 9 


Hiernach müßten die Flintgläser (mit kleinerem v-Wert) auch den kleineren 
Brechungsindex haben, was bei den üblichen Glassorten früher keineswegs 
der Fall war, sondern erst seit den Forschungen von ABBE und SCHOTT — die 
es ermöglichten, auch derartige Glassorten herzustellen, die jener Forderung 
genügen — für bestimmte Glassorten zutrifit. 

Fragen wir nun, ob es auch möglich ist, Achromasie mit zwei Linsen gleicher 
Glasart zu erreichen. Dazu wollen wir zwei dünne Linsen mit den Brennweiten 
fi und fs im Abstand d betrachten. Dann ist nach (IT 4,2) und (II 1,4) 


1. 1 1 Ö d 
ee en 


(= d, falls sich — wie hier üblich — zwischen den beiden Linsen Luft be- 


findet). 


Wollen wir wieder Achromasie der Brennweite f’ erhalten, so ist zu fordern 


__af afı __di; 


2a 
SPTeRTRTm 


d.df; 
pe 


Da nach (IX 4,3) 
Ah 1 


9 
ist, so lautet die Bedingung für Achromasie (der Brennweite) eines aus zwei 
dünnen Linsen des Abstandes d bestehenden Linsensystems: 


1 1 ö 1 1 
tar rat) N) 


Bei gleicher Glasart ist v, = v,, also geht diese Bedingung über in 


26 1:5 ’ 
#+E- zZ: dh 3 6=ezlirh. 


Der Abstand beider (dünnen) Einzellinsen muß also gleich der halben Summe 
der Brennweiten beider Linsen sein. 

Diese Beziehung benutzt man z.B. bei Okularen. Sie sind dann achro- 
matisiert bezüglich der Brennweite, nicht aber bezüglich der Lage der Brenn- 
punkte und Hauptpunkte, also bezüglich der Vergrößerung. 


X. Über Einzellinsen, Äquivalentlinsen und Systeme von Äquivalentlinsen 


Für eine Einzellinse haben wir die Formeln der Kardinalelemente bereits 
früher. kennengelernt. Es gilt nach (Il 4,2) 


D=D+D,—6D,D,, 


u —. ge _h_d 
1,2 


Dis=|- —— un 
1,2 r N12 A N] 


It nn =m=1 (d.h.: haben wir eine einfache Linse in Luft) und ist 
M=M—N, so ist 


1 (nr 1? dd 


1 1 
a Du a) ae > a u en 
— —— 
Ferner gilt mit SH =h; &H=# 
u D, speziell für ‚_ _, ın-ld, 7 
vB, | peielfür ( vor li gm 
;D: u n—1d 
h=+09; MEM—N Aa ne 


u Benin 
HE—= HS, +8. +8 =d— ee 


also für eine in Luft befindliche Einzellinse wieder speziell (s. 0.) 


Ze. d (n—1? d -\ _ n-—1 (n—1? # „ 
AE=d—,|1+ 7 en)" a 
n—|1 n—1lfd Z 
a 14 


Endlich erhalten wir mit 


—— = | —— 
8,’ — (8); er SEF=()oom=s% und SH = 


en mr ’_yp/ Gr __ ö6D, N? 
_SW+HF KA, tn: 
für den genannten Spezialfall (s. o.) also: 
| F —— {1 712) 
a n nl 
Zug — 
Ferner: = SH+HF=h + =, 
für den Spezialfall (s. 0.) also: s.—-f 1+"- 2 =). 
73 
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Für Überschlagsrechnungen und erste Entwurfsrechnungen optischer Systeme 
arbeitet man nun oft mit sogenannten „unendlich dünnen‘ Linsen. Um aber 
dabei doch wenigstens die richtigen Strahlrichtungen zu erhalten, werden 
diese unendlich dünnen Linsen zweckentsprechend gewählt, d.h., man ersetzt 
die wirklichen Linsen durch ihnen äguivalente Linsen, durch ‚‚Äquivalentlinsen“. 

Diese Äquivalentlinsen sind folgendermaßen definiert: 

Jede Linse wird als unendlich dünn betrachtet, sie erhält dabei andere 
Radien als die wirkliche Linse, aber gleichen Brechungsindex und wird an die 
Stelle der objektseitigen Hauptebene der wirklichen Linse gesetzt. An dieser 


u 
r 


m a m = mem 1 nn mm ——— ne => üe mem Ge (in as green {u (m 


— 


Abb. 60. Zur Bestimmung des Abstandes der Äquivalentlinsen und der 
Gesamtlänge des ‚„Aquivalentlinsensystems“. 


Stelle denkt man sich dann beide Hauptebenen zusammenfallend, so daß die 
Gesamtlänge eines optischen Systems auf diese Weise um die Summe aller 


(AH' )ı der Einzellinsen verringert erscheint. Jede Äquivalentlinse wird als in 
Luft stehend angenommen. 

-Für die Äquivalentlinse. bezeichnen wir alle Größen — wenigstens soweit 
sie gegenüber denen der wirklichen Linsen sich geändert haben — durch zwei 
darüber gesetzte. Punkte!, um dadurch an das ‚Ä“ der Äquivalentlinse. zu 
erinnern. 


Es ist also 
> ——» =—> 
2 $ı = sg — hı 5 da a — H,O; — Hhs, —+ 80: ä (X,2) 
ferner ? 
= (vgl. Abb. 60). (X,3) 
1 


! Da wir es mit zeitlichen Differentiationen in der geometrischen Optik nicht zu 
tun haben, ist hier keine Verwechslung mit der zweiten Ableitung nach der Zeit, 
die sonst durch '" angedeutet wird, zu befürchten. | 

* Aüch für diese Betrachtungen ist wieder & mit ti gleichwertig. 
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Da die Strahlneigungen erhalten bleiben sollen — wir müssen die 7, und 
f,, entsprechend wählen —, so sind für diese Strahlneigungen bei den Äqui- 
valentlinsen keine ‚, ““ erforderlich. Die Strahlablenkung 9; an der j-ten 
Fläche (= !, bzw. L,) ist’ dann 
$, 


BERT j ] 1 1 
em y-I——h 5-5) ö 
48 8 


Weiter läßt sich unter Beachtung von (1T2,1*) ausdrücken 
1 1 % 1 1% 


>= und —ıı2- — — —, 
5; 1; N; 8; rj N; 


Danach erhalten wir 


{1 1 l 
EEE: (a-2)=- ‚0, (-;) | 
j] 7 Q; n; N; 7 Q; JAN N j (X, 4) 
Soll nun d, = d, sein, so muß — da die ‚n“ unverändert bleiben — gelten 
2 Q,= 5 o; a (X, 5) 


also ; r : 1 
2 | Be Pe ee; 7 (- —\ ® 
T; 5 Y; Sj 


Nun war nach (X,2) und (X, 3) 


5 == —h=s;—h, 


und es wird 


Ser, _ 
ek une m ae: 7 
d.h. j hı 
Tr], —f, 1 — —) s (X, 6) 
er. 
Entsprechend ergibt sich 
hi 
A,—=n, (1 Ei (X, 7) 
Pr 


In der Praxis liegt meist die umgekehrte Fragestellung vor. Beim Entwurf 
eines optischen Systems wird. zunächst mit unendlich dünnen Linsen ge- 
arbeitet. Diese sind dann unter Berücksichtigung der erforderlichen Linsen- 
dicken in wirkliche Linsen umzurechnen. Dabei genügt es fast immer, die hı, hi 
mit den neuen Dicken, aber den Radien der Äquivalentlinsen zu berechnen. 
Mit diesen kann man dann die s;, s; und sodann die r,, und r,, berechnen. 
Anschließend ist jede der neuen Linsen um soviel von der vorhergehenden 
Linse weg zu verrücken, wie es dem Abstand der beiden Hauptebenen der 
vorliegenden Linse entspricht. 


XI. Bestimmung der „optischen Wegdifferenzen“ — gemessen in Wellen- 

längen —, die die „Zonenstrahlen“ gegen den Hauptstrahl des bildseitigen 

Strahlenbündels in einem Punkte der paraxialen Bildebene oder einer zu 
ihr parallelen Einstellebene besitzen 


In den vorhergehenden Abschnitten haben wir uns ausschließlich mit den 
geometrisch-optischen Gesetzen und Beziehungen beschäftigt. Nun wissen wir 
aber, daß das Licht eine Wellenbewegung, und zwar eine elektromagnetische. 
Wellenbewegung ist, und daß es wesentlich darauf ankommt, daß die ver- 
schiedenen ‚„Lichtstrahlen‘‘, die zur Bilderzeugung eines Punktes beitragen, 
sich in dem betreffenden Bildpunkte mit gleicher Phase treffen, oder — ge- 
nauer gesagt — daß die den einzelnen Strahlen zugeordneten, durch sie ge- 
wissermaßen repräsentierten (ebenen) Wellen durch den Bildpunkt mit gleicher 
Phase hindurchgehen, damit sich diese Wellen nicht mehr oder weniger stark 
gegenseitig aufheben. Tatsächlich läßt sich dies praktisch so gut wie nie er- 
reichen. Nach RAYLEIGH ist es aber für eine brauchbare Abbildung erforderlich, 
daß sich die Lichtwege der verschiedenen Strahlen bzw. der durch sie re- 
präsentierten Wellen über die ganze Öffnung des abbildenden Systems um 


nicht mehr als : unterscheiden. 


Man kann diese sehr allgemeine und mehr empirische Angabe strenger 
fassen!, doch wollen wir hier nicht näher darauf eingehen. Wohl aber erscheint 
es notwendig, die Formeln zur Berechnung der Lichtwegunterschiede der 
einzelnen, die Abbildung bewirkenden Strahlen selbst hier kurz zu betrachten, 
wobei wir.uns auf die Strahlen beschränken, die in der Meridianebene des 
Hauptstrahles des abbildenden Strahlenbündels liegen. | 


1. Methode: Benutzung des Huvygensschen Prinzips 


Von einem außeraxialen Objektpunkt P gehe ein Strahlenbündel aus, von 
dem bildseitig der Hauptstrahl HQ;Pz und z.B. ein Zonenstrahl Z:P;, 
berechnet und in der Figur (Abb. 61) skizziert dargestellt sei. Sie mögen sich 
in Q; schneiden. 

Nach dem Huygznsschen Prinzip können Z, und Z, die Schnittpunkte dieser 
beiden Strahlen mit der letzten Fläche des abbildenden Systems, als Aus- 
1 Siehe J. PIcHT, Optische Abbildung, Einführung in die Wellen- und Beugungs- 


theorie optischer Systeme (S. 177, 178, 183, 191, 203, 232). Friedr. Vieweg 
u. Sohn, Braunschweig 1931. 
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>" poroxiale 
Bildebene 


Q 


ZiM) m} 
Zei > Pı Houpfstrahl vom 


Gi Py =-1 00 _ 
-onalog As'=00- 4 
die Strecke pP, Q; = L gesetzt werde 


außeraxialen Objektpunkt P. 


Abb. 61. Zur Berechnung der Lichtweglängen und der Phasen der den aber- 
rationsbehafteten Lichtstrahlen zugeordneten HuygEnsschen Elementarwellen 
in verschiedenen Punkten der (paraxialen) Bildebene. 


gangspunkte je einer Kugelwelle betrachtet werden. Um Einsicht in die 
Intensitätsverhältnisse in der paraxialen Bildebene zu gewinnen, sollen für 
bestimmte Punkte M,, M,,. M;, M, dieser Ebene die von Z; und H her- 
rührenden Einflüsse berechnet werden. Sind Pz, und PA die Schnittpunkte 


der beiden Strahlen mit der paraxialen Bildebene, und ist PLPh = q die 
Queraberration, so seien — willkürlich — in dieser Ebene mehrere Punkte 
M, (mit v=1,2,3, ...) etwa so gewählt, daß PzM, = M,Pı = P4M, 


‘= MM; = M3M,=:--=$. Im Schnittpunkt Q; der beiden Strahlen 


— ——. 

Z,Q;Pz, und HQ;P# besitzen die beiden Strahlen einen angebbaren Lichtweg- 
unterschied 

Awzı# = uwpzae—wrao = (PZQ: — PHY.). 

Bezeichnet A’ den Abstand des Punktes Q; von dem Punkt, in dem der 
Hauptstrahl von einem ihm unmittelbar benachbarten, gleichfalls von P aus- 
gehenden Strahl geschnitten wird, ferner x’ den Winkel des Strahls PZ;Q: 
gegen den Hauptstrahl PHQ; und wird AT in Abhängigkeit von x’ dargestellt 
durch die (im allgemeinen endliche) — stets mögliche und angebbare — 
Potenzreihe 


AM =atg+ot? rd" +atewd-+---, 
so gilt für Awzız die Beziehung! 


1) 2@B+AN—  (Be+ Bit? + Bott +.) 


— "(Bi + Bote? + Butgt# +...) + B,-W Sin (tg%). 


COS x’ 


tg? x 
COS x’ 


1 
Non = (gog7r 


ı J. Pıcat, Zur Frage der optischen Lichtweg-Längen zweier Strahlen zwischen 
Objektpunkt und bildseitigem Schnittpunkt beider Strahlen. Erscheint dem- 
nächst in der Zeitschrift „Optica Acta‘, z. Z. (Dez. 1955) im Druck. 


134 XI. Bestimmung der ‚optischen Wegdifferenzen‘ 


Hierin ist: 
B=%—; f B=a—5;B, 
B=4—2B; B=a—2B, 
B=y—-B; Base BD 
Bas —ag Bu B=—2B, 


wobei die Rekursionsformeln (bei endlicher Reihe von A7) automatisch 
abbrechen. 


Bis zu Q; möge die Anzahl der auf dem Hauptstrahl — vom Objektpunkt 
aus gerechnet — liegenden Wellenlängen gleich x sein, wobei die ‚„Wellen- 
längen‘“ selbst natürlich in den verschiedenen optischen Medien verschiedene 
Größe besitzen und diejenigen Werte der Wellenlängen gemeint sind, die 
der für die Berechnung des Strahlverlaufs benutzten Spektrallinie ent- 
sprechen. | 


Davon sind — um für die von H ausgehende Elementarwelle die Länge 
wp des bis M, zurückgelegten Weges zu erhalten — abzuziehen die auf die’ 
Strecke Q;H entfallenden Wellenlängen und hinzuzufügen die auf die Strecke 
HM; entfallenden Wellenlängen. Für den Zonenstrahl gilt für die Länge wz 
des bis M; zurückgelegten Weges entsprechend: xA+ A wzız bis Punkt @;, 
zu dan um die Anzahl der Wellenlängen auf Q;Z;, zu vermehren 


um die Anzahl der Wellen! längen auf Z,M,. Die Differenz nn (wz — wa) dieser 
beiden Wellenanzahlen erlaubt ein Urteil über die Intensitätsverteilung. 


Nun ist 


—-— — 0 —o\ 


zm. m (HM m 
7 Aumn+ ge Zi (ii 22 | 
_— ee: 
— (Wz —Wa)m; = Az + [mi; — # — (HM; — Hi]; (XI1,1) 
also wo 


uns —— 
Mij — ZiM. BE mM—ZiRi 
Ast. 
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Entsprechend werden diese Größen für (etwa drei oder mehr) weitere Zonen- 
strahlen (* = 1, 2, 3,4) berechnet in bezug auf den gleichen Punkt M, (= M,) 
der paraxialen Bildebene. Ferner werden diese Berechnungen für eiwa je die 
odeı mehr weitere Punkte M,; M,; M, durchgeführt. 


Zeichnet man nunmehr — wie in der Abb. 62 geschehen — für verschiedene 
von einem außeraxialen Objektpunkt ausgehende Öffnungsstrahlen die den 
verschiedenen Punkten M,; der paraxialen Bildebene entsprechenden optischen 
Wegdifferenzen gegen den Hauptstrahl auf, so kann man aus dieser Zeichnung 
die Werte der entsprechenden optischen Wegdifferenzen für andere Punkte M 


Abb. 62. Lichtunterschiede (gemessen in A der e-Linie) der zu verschiedenen, 
vom gleichen außeraxialen Objektpunkt ausgehenden Lichtstrahlen verschie- 
denen u,-Wertes gehörigen HuycEnsschen Kugelwellen, die vom Treffpunkt der 
betreffenden Strahlen mit der letzten Fläche eines speziellen — nicht aus- 
geführten — Mikroskopobjektivs ausgehen, in. der paraxialen Bildebene. Der 
(scheinbar) geradlinige Verlauf der Kurven u, = const ist nur bedingt durch die: 
sehr geringe Abweichung von der Geradlinigkeit innerhalb des interessierenden,, 
verhältnismäßig kleinen Bereiches in der Umgebung des Schnittpunktes des 
betreffenden Haupstrahles mit der paraxialen Bildebene. 


der paraxialen Bildebene entnehmen und für diese anderen Punkte M — 
ebenso wie für die ursprünglichen Punkte M; — den Verlauf der optischen 
Wegdifferenzen als Funktion der (objektseitigen) Neigung der Öffnungs- 
strahlen zeichnen (s. Abb. 63). Durch Umzeichnung kann man natürlich auch 
den funktionalen Zusammenhang der optischen Wegdifferenzen mit der bild- 
seitigen Neigung der Zonenstrahlen gegen den Hauptstrahl erhalten. Nach 
der RAyYLEisHschen Forderung sollen — wie schon gesagt — diese Weg- 


differenzen über den ganzen Bereich des Bündels nicht größer als etwa r A 


sein — eine Forderung, die sich allerdings z.B. bei Mikroskopobjektiven kaum 
oder doch nur schwer wird erfüllen lassen. 


10 _Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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Abb. 63. Lichtwegunterschiede wz — wa (gemessen in A der e-Linie) der Meri- 

dianstrahlen (Komastrahlen) gegen den zugehörigen Hauptstrahl des abt 

bildenden Strahlenbündels in dem in Abb. 62 durch ® gegebenen Punk- 
Yy = Yry + 99°q (mit q = 0,123 mm im berechneten Strahlenbündel). 


ı 
Achsenabstand des zugehörigen Objektpunktes war + 0,1- y4 mm; Apertur des (nicht. ausgeführten) 


Mikroskopobjektives=1,3; Vergrößerung ß’ =100. Die ale a erdaeen AO der „Zonenstrahl- Wellen“ 
gegen die „Hauptstrahl- -Welle“ ergeben sich aus 


wWzZ — WH 
y 


2. Methode: Benutzung von Folgerungen aus der vom Verfasser 
angegebenen Integraldarstellung beliebig deformierter- 
(optischer) Wellen! 


Die Benutzung des HuYGEnsschen Prinzips ist nicht nur umständlicher als 
die hier zu entwickelnde 2. Methode, sondern führt auch zu verschiedenen 
Werten der optischen Wegdifferenzen, je nachdem, welche — an sich ja nach 
HUYGENS beliebig wählbare — Fläche man als Ausgangsfläche der HUYGENS- 
schen Wellen wählt. 

Nach der vom Verf. abgeleiteten Integralbeziehung für die Intensitäts- 
verteilung beliebiger Strahlenbündel endlicher Öffnung, also von Strahlen- 
bündeln mit beliebig deformierten Wellenflächen, ist ein solches Strahlen- 
bündel darstellbar durch Überlagerung ebener Wellen der verschiedenen 


ı J. PIcHT, Optische Abbildung ..., $ 44; siehe auch J. PıcHT, Ann. d. Phys. 
(4) 77, 685 (785), 1925 ($ 3). — Die vom Verf. angegebenen Integraldarstellun- 
gen gehen für Kugelwellen in eine — nur für diese geltende — von P. DEBYE, 
Ann. d. Phys. (4) 30, 755, 1909 angegebene Darstellung über. 
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Richtungen innerhalb des Öffnungswinkels, verschiedener Amplituden und 
verschiedener Phasen (sowie im allgemeinen verschiedener Polarisation). 
Hierbei sind die Lichtstrahlen des Strahlenbündels die Normalen der ver- 
schiedenen zu überlagernden ebenen Wellen. Die (relativen) Phasen der ein- 
zelnen ebenen Wellen sind durch die optischen Wegdifferenzen gegeben. [Die 
Amplitudenunterschiede der sich überlagernden ebenen Wellen, die von. der 
Absorption des Lichtes in den einzelnen Medien und den Reflexionsverlusten 
an den einzelnen brechenden Flächen sowie außerdem von dem Verhältnis 
abhängen und die Intensitätsverteilung im Bilde natürlich gleichfalls beein- 
flussen, mögen hier in erster Näherung unberücksichtigt bleiben. 


Pd -ı 


Pz Ö m bz 

P, D, = 2 
P;D;, "Or 
MM* = 0'0*-e 
OM - DrW* 


Abb. 64. Zur Berechnung der Lichtweglängen und der Phasen der den aber- 
rationsbehafteten Lichtstrahlen eines Strahlenbündels nach der DesByYE-Pichr- 
sehen Formel zugeordneten ebenen Elementarwellen. 


a) Um die den ebenen Wellen verschiedener Richtung entsprechenden 
Phasen (relativ zu der des zugehörigen Hauptstrahls) in einem beliebigen, 
in der Meridianebene des Haupt- (und des Zonen-) Strahls gelegenen Punkte M 
der paraxialen Bildebene zu bestimmen, fällen wir von M die Lote MD; 
bzw. MDz auf den bildseitigen Zonenstrahl und den bildseitigen Haüptstrahl, 
wo Dz bzw. Da die Fußpunkte der Lote bezeichnen. Dann gilt (Abb. 64), da 


ja wieder PZ,Q; = PHQ; + Awzız = x. A+ Awzır ist: 
(wz)y„ = FPZQ+QPz+ PzDı=xI+ Awzıa — bz-+ az 
(yz — Yu) cosun 


—=a4 + Awzıa — FE 
sın (uz — Up) 


+ (y2— Yu) sin uz , 


BES ODE DER 
(we)u = PHQ+QPar + PaDu=xi—I!-+ar 
(yz — ya) cos uz 


7 ER / ° 4 
Se + (Ya — Yu)sinur, 


— xi— 
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so daß 
(yz — yYp) (cos uz — cos ur) 
sin (uzZ— ur) 


(wz — wa) = Awzırt zZ. 


+ (92 — Yin) sin ug — (Ya — Yan) - sin uhr 
= Auzat L— bz — dz — Ug. 
b) Fällt der Hauptstrahl des Strahlenbündels mit der Achse des abbildenden 


Systems zusammen, haben wir es also mit sphärischer Aberration zu tun, so ist 
us = O0 und yr = 0, so daß wir hier erhalten 


(wz — we) = Awzn + As’ —by +02 — ap 


= As + Auza — + (ya — Yır)sinug (XI 2,2) 
sın Uz 
mit Ag 2 
tguz 


As’ ist stets darstellbar als (im allgemeinen endliche) Potenzreihe von tg? uz 
(= tg? u’), also durch 


Ns=atuW + btetW + ctewW—+ ---. 
Für Awzız gilt jetzt — bei sphärischer Aberration — 


1 4 6 
Au N + tt tet) 
a tg?w , 
= (1) AN Het +). 
mit 
d=a—.b 
I 6 I 
b UL 
?=0—.d 
’=d— Se 


c) Fragen wir weiter nach den optischen Wegdifferenzen der den Strahlen 
entsprechenden ebenen Wellen im Punkte M* (gleicher y-Koordinate) einer 
zur parawialen Ebene im Abstand e parallelen Ebene, so erhalten wir hierfür: 


(wz) u* = (wz), + € cos uz, 


(WE) y* = (Wa), + € cos ur. 
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‚Es gilt also 
(wz — wa) y* — (wz — Wa) — € (cos ur — cos u7) (XI 2,3) 


für die einem außeraxialen Objektpunkt zugehörigen Strahlen der Meridian- 
ebene (Komastrahlen). Für Strahlen, die von einem auf der Achse gelegenen 
Punkt des Objektes ausgegangen sind, ergibt sich entsprechend: 


(wz RE WE) y* = (wz Ku Un e (1 — c08 uz) ’ (XI 2,38) 


wo also (wz — wp),, für den gleichen Achsenabstand Ym eines Punkets M der 


paraxialen Bildebene E zu nehmen ist, den der Punkt M* in der zur paraxialen 
Bildebene parallelen Ebene E* besitzt, für den der optische Wegunterschied 
(wz — WH)y berechnet werden soll. 

Die Lichtwegdifferenz, die die dem Zonenstrahl sowie dem Hauptstrahl 
zugeordneten ebenen Wellen im Punkte M* der um e gegen die paraxiale 
Bildebene E verschobene achsensenkrechten Ebene #* besitzen, läßt sich 
natürlich auch aus der zu (XI 2,1) analogen Formel 


COos UZ— COS Uy 
———  — + yZ sin uz — ya sin uhr 


(wz — wa)u*= Awzın+ (yE— YA) sin (ug — u}) 


— Yu (sin uz — sin u) (XI 2,4) 


berechnen, wo yZ , yz die Achsenabstände der Schnittpunkte des Zonen- 
strahls bzw. des Hauptstrahls mit der um e (gegen die paraxiale Bildebene #) 
verschobenen achsensenkrechten Ebene E* bedeuten. 

Aus den so errechneten Lichtwegdifferenzen ergibt sich wieder der Phasen- 
unterschied A9zjz durch Division durch die Wellenlänge und Multiplikation 
mit 27, also 

27 (wz —Wg ) M 


MO —— (XI 2,5) 


Wie unter 1. angegeben, wird man diese Phasendifferenzen sowohl für ver- 
schiedene Punkte M einer (sowie verschiedener) ‚„Bildebenen“ als auch für 
verschiedene Zonenstrahlen berechnen, um zu ermitteln, für welchen Punkt 
M der Bildebene die einzelnen, den ‘Yerschiedenen vom Objektpunkt aus- 
gehenden Strahlen bildseitig zugeordneten ebenen Wellen sich phasenmäßig 
am wenigsten unterscheiden und wie groß diese Phasenunterschiede für die 
einzelnen „Bildpunkte“ sind. 


3. Korrektionsforderungen 


Abschließend sei noch erwähnt, daß nach den oben erwähnten wellen- 
optischen Überlegungen für die Korrektion optischer Systeme anzustreben 
ist, daß 
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für die sphärische Aberration 

mit einem Koeffizienten 

also darzustellen durch j 2 
| Ns’ Zeig (1 — coS u) I (N max 1 _—_ 608 FE 

mit zwei Koeffizienten 

men Be 7 
Fr darzustellen durch | n— b(1 COS Umax)» 
As’ =a(l— cosu) + bil — coswW)I|" (AsImax S 


Fe Me FRE 


für den Astigmatismus, 


wenn 2a der Abstand der beiden Brennlinien, 
© der bildseitige Öffnungswinkel des abbildenden Strahlenbündels ist: 


2a(1l — c0s®)< 0,7%; 


für den Komafehler: = 
GK-sıO<N, 


wenn @K die auf dem Hauptstrahl gemessene Länge zwischen seinem 
Schnittpunkt @ mit der GAUSSschen (paraxialen) Bildebene und seinem 
Berührungspunkt K mit der Kaustik und © der maximale Öffnungswinkel 
des bildseitigen Strahlenbündels ist. 


Leider werden sich diese Forderungen bei optischen Systemen, insbesondere 
bei Mikroskopobjektiven hoher Vergrößerung oft nicht ausreichend erfüllen 
‚lassen. 


XI. Über aplanatische Flächen, Linsen und Linsensysteme 


1. Folgerungen aus der Seıpeuschen Bildfehlertheorie 


Wir sprachen im Abschnitt VII 2 (S. 87) davon, daß ein optisch konjugiertes 
Punktepaar, für das die sphärische Aberration behoben und gleichzeitig die 
Sinusbedingung erfüllt ist, als aplanatisches Punktepaar bezeichnet wird. 

Fragen wir nun, ob und unter welchen Bedingungen es möglich ist, mit 
Kugelflächen eine aplanatische Abbildung zu erreichen. 

Damit die sphärische Aberration einer brechenden Fläche behoben ist, muß 
der Seidelsche Bildfehlerkoeffizient der sphärischen Aberration und daher 
der zugehörige Flächenteilkoeffizient 


A,= (2) @-4{--) xITı,1 

t, _ als ( ’ ) 

den Wert O besitzen. Wir können also fragen, wann dies der Fall ist, und 
finden so, daß 


A, 
ist, wenn 
1 1 «] 1 l 
) 9 (,-,)=®l-5)=0: 
also 
ER (XII 1,2) 


Objekt und Bild also im Krümmungsmittelpunkt der brechenden Fläche 
zusammenfallen, oder wenn | 


1 1 1 
2) Au), 5250: 
also wegen 
n n V!—-n 
Be Gr 
wenn 
vor l+ 1) und demnach dr, (7 — 1) (XI11,3) 
v ' v 
ist. 


Da die SeıDeuschen Bildfehlerkoeffizienten und ihre Flächenteilkoeffizienten 
sich nur auf die Abbildungsfehler bis zur dritten Ordnung beziehen, das Ver- 
schwinden der Flächenteilkoeffizienten also die strenge Behebung der Bild- 
fehler nicht garantiert, benutzen wir hier die aus der Wellenoptik bekannte 
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Tatsache, daß die „optische Weglänge“ längs zweier vom gleichen Punkt aus- 
gehender oder durch den gleichen Punkt gehender, zueinander benachbarter 
Strahlen bis zu dem Punkt, in dem sie sich wieder treffen (durchsetzen), den 
gleichen Betrag hat. Daraus folgt sofort, daß für eine von sphärischer Aberration 
freie Abbildung eines Punktes die Forderung erfüllt sein muß, die man als 
„Forderung der Konstanz der Lichtwege‘“ bezeichnet und die verlangt, daß 
längs aller zur Abbildung des Punktes beitragenden Strahlen die optische 
Weglänge zwischen Objektpunkt und Bildpunkt den gleichen Wert besitzt. 

Diese Forderung gibt die Möglichkeit, die Daten einer brechenden Fläche 
zu bestimmen, die mit Bezug auf einen vorgegebenen Objektpunkt und seinen 
Bildpunkt eine von sphärischer Aberration freie Abbildung vermittelt. 

Ist wieder s der Abstand des Objektpunktes O,.s’ der des Bildpunktes 0’ 
vom Scheitel der brechenden Fläche, die die beiden Medien vom Brechungs- 
index % bzw. n’ voneinander trennt, / = (x, y, z) der Punkt der Fläche, in 
dem der von O ausgehende Strahl nach O’ hin gebrochen wird, so soll also — 
mit Berücksichtigung der Vorzeichen von s und s®’ — 


—h> — SE a Er nn rm te ee Be 
X - IV’ +n-OI=n \(’— 2%? +y +2? —n \(s— x)? + y? + 2? = const 
| — Ws —ns (XII1,4) 
sein, wobei aber gleichzeitig noch in jedem Punkte I das Brechungsgesetz 
nsin?—= n sin? erfüllt sein muß. Es ergibt sich also eine zur Verbindungs- 
linie von O mit O0’ rotationssymmetrische Fläche. 
Wir können noch — wenn wir etwa durch r, den Scheitelkrümmungsradius 


der brechenden Fläche bezeichnen — die. Größe s’ durch r, s, n, n’ nach der 
paraxialen Abbildungsformel ausdrücken. Es ist 


n’rgS 
s(W/—n)+ron" 
Verlangen wir andererseits, daß die brechende Fläche eine Kugelfläche sein 


soll — was selbstverständlich ein Spezialfall ist, der sich aber in vielen prakti- 
schen Fällen als notwendig erweist —, so muß 


.— + ypP+2=r, dh Y+#=2r — x 


gs’ — (XII1,5) 


sein, so daß 


W Vs2+ 9% (r — 8) —n Ys2+ 2x(r—s)=nWs’—ns. (XIl1l,6) 
Diese Beziehung ist — wie man leicht nachprüft — für die oben angegebenen, 


aus AN (5), —0 folgenden optisch konjugierten Werte 
—_. [% i EEE 
s=n(®+1); N +1) <XII1,7) 


für alle Werte von x, also für alle Strahlen des abbildenden Strahlenbündels 
stets erfüllt, wobei übrigens in (XII 1,4) const = 0 ist. 

Ferner ist die Beziehung — unabhängig von x, also für alle vom Achsen- 
punkt eines Objekts ausgehenden Strahlen — stets erfüllt, wenn 


s=r mit !=r (XIL1,8) 
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\ 
ist. Die Konstante in (XII1,4) hat hier den Wert const = (n — n)r. Da 
andererseits die aus der Forderung der Konstanz der Lichtwege abgeleitete 
Gleichung (XII 1,4) in s sowie in s’ quadratisch ist und zwischen s und s’ 
die Beziehung (XII 1,5) gilt, gibt es nur diese beiden Lösungspaare bei vor- 
gegebenem r. 

Ebenso erkennen wir aus (XII 1,7), da n und n’ beide positiv sind, daß es 
nicht möglich ist, eine Kugellläche zu bestimmen, die-einem negativen s-Wert 
einen positiven s'-Wert und umgekehrt optisch so zuordnet, daß über die 
ganze Öffnung die sphärische Aberration behoben ist. 

Untersuchen wir nun, ob für die beiden gefundenen Punktepaare (XII 1,7) 
und (X1I1 1,8) die Sinusbedingung erfüllt ist, so erkennen wir sofort, daß für 
das Punktepaar (XII 1,8) u= u, also | 

nsinu N 


—= — = const = B0 (XII 1,9) 


y’sın u’ N 


ist, dieses Punktepaar also als ‚„aplanatisch‘“ zu bezeichnen ist. 

Für das Punktepaar (XII 1,7) hat die Konstante in (XII 1,4) den Wert 0. 
Andererseits ist 
r 


sin u = ——————, 
Yo-P+y+r 

ea r 

sın U = 


Near nr® 
also mit (XII 1,7) und const —= 0 


nsinu N Vs —-z% +2 +2 n 

n’ sin u’ "wYe@-aptyptza m 
Auch das Punktepaar (XII 1,7) ist demnach als ‚aplanatisch“ im strengen 
Sinne anzusprechen. 

Die aplanatische Abbildungen erzeugenden Flächen bzw. Linsen pflegt man 
(auch) als aplanatisch (abbildend) mit Bezug auf betreffende Punktepaar 
zu bezeichnen. 

Dabei erhält man aplanatische Linsen durch Ronnie aplanatischer 
Flächen (im angegebenen Sinne). Es ist indessen (auch) nicht möglich, durch 
Linsen oder Linsensysteme, die nur Kugelflächen (einschließlich Planflächen) 
enthalten, einem negativen s,-Wert einen positiven s;-Wert (bzw. umgekehrt) 
aplanatisch zuzuordnen, wie man leicht einsieht, wohl aber kann man — was 
besonders für Mikroskope wichtig ist — erreichen, daß ‚aplanatisch‘‘ die 
Öffnung des abbildenden Strahlenbündels wesentlich verringert wird, die 
Linse bzw. das Linsensystem also „sammelnd“ wirkt. 

Für die Bestimmung aplanatischer Einzellinsen sind vier verschiedene 
Kombinationen zweier aplanatischer Flächen möglich, nämlich 


— const =). (XII 1,10) 


a) erste Fläche konzentrisch zum Achsenpunkt des Objektes, zweite Fläche 
aplanatisch nach (XI11,7) mit Bezug auf das durch die erste Fläche 
erzeugte, mit dem Krümmungsmittelpunkt der ersten Fläche zusammen- 


fallende Bild des Objekt-Achsenpunktes, 
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b) beide Flächen konzentrisch zum Objekt-Achsenpunkt, 


c) erste Fläche aplanatisch nach (XII1,7) zum Achsenpunkt des Objektes, 
zweite Fläche konzentrisch zu dem durch die erste Fläche erzeugten Bild 
des Objekt-Achsenpunktes, 


d) erste Fläche wie bei c), zweite Fläche gleichfalls aplanatisch nach (XII 1,7) 
zu dem durch die erste Fläche erzeugten Bild des Objekt-Achsenpunktes. 


Nur die Anordnung nach a) liefert eine im eigentlichen Sinne ‚„sammelnde“ 
Einzellinse, mit der aber — wie schon erwähnt — auch kein reelles Bild eines 
reellen Objektes, wohl aber ein (vergrößertes) virtuelles Bild des reellen Ob- 
jektes erzeugt werden kann. 


Fragen wir noch, ob die Verhältnisse anders liegen, wenn wir’auch solche 
brechenden (oder spiegelnden) Flächen zulassen, die von der Kugelflächen- 
gestalt abweichen, also ‚deformiert‘“ sind. Damit eine solche (rotations- 
symmetrische) deformierte Fläche ein im Abstand s von ihrem Scheitel 
liegendes achsensenkrechtes Objekt aplanatisch im Scheitelabstand s’ ab- 
bildet, müssen ja von ihr folgende Bedingungen erfüllt werden: 


I. die von dem Objektpunkt unter beliebigem Winkel zur Symmetrieachse 
geneigt ausgehenden Lichtstrahen sollen nach der Brechung an der zwei 
Medien mit den Brechungsindizes n und n’ (mit n’ + n) trennenden Fläche 
alle durch ein und denselben Punkt der Symmetrieachse hindurchgehen; 


lI. für alle diese Strahlen soll der Quotient der Produkte rsinv und 
'n' sinw' den gleichen konstanten Wert P’ der paraxialen Vergrößerung be- 
sitzen (,‚Sinusbedingung‘“). 


Sind diese beiden Forderungen erfüllt, so ist die Brechung bzw. Spiegelung 
(n = — n) erstens: frei von sphärischer Aberration und zweitens: frei vom 
Komafehler, wie von ABBE gezeigt wurde. 

Aus der Forderung II und dem SNELLIUSschen Brechungsgesetz läßt sich 
bei vorgegebenem n und rn’ und vorgegebenem Abstand s des Objektpunktes 
sowie s’ des Bildpunktes eine Differentialgleichung ableiten, der die brechenden 
(bzw. spiegelnden) Flächen genügen müssen, damit bei der durch sie bewirkten 
Abbildung die Sinusbedingung erfüllt ist, daß es sich bei der betreffenden 
Fläche also um eine aplanatisch abbildende Fläche handelt, wenn gleichzeitig 
für sie die Forderung I erfüllt ist, vorausgesetzt, daß eine solche Fläche, die bei 
gegebenen Werten von n und n’ ein im Abstand s von der Fläche befindliches 
Objekt im Abstand s’ von der Fläche aplanatisch abbildet, tatsächlich existiert, 
was leider — wie wir unten noch sehen werden — nicht immer das Fall ist. 


2. Die Differentialgleichung der die Sinusbedingung 
erfüllenden Flächen 


Da es sich um eine rotationssymmetrische Fläche handeln soll, bezeichnen 
wir die Rotationsachse als 2-Achse, den Abstand der Flächenpunkte durch 
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o = o (2). Dann gilt (s. Abb. 65) 


do 7 : 270 
al PET 3 TPTUngognm (XIL2,1) 


Weiter gilt das Brechungsgesetz, aus dem folgt 

n sind! —nsini. (XII 2,2) 
Nach der Forderung II, der ApsBeschen Sinusbedingung, gilt 
nu ms 


n’ sin u Zee Tee LA (XII 2,3) 


nsinu u>onu ns’ 


Abb. 65. 


während Forderung I nach dem FErMATschen Satz von der Konstanz der 
„Lichtwege“ aller Strahlen zwischen Objektpunkt und Bildpunkt bei punkt- 
förmiger Abbildung sich schreiben läßt 


W V(s’ — 2)? +0 —nY(es—-2% +®=Ws®’—ns—=0C,, (XII2,4) 

wenn für s und s’ die in der Optik geltende Vorzeichenvorschrift berücksichtigt 
Ä — 

wird, nach der s= s6, s' —= 80’ positiv sind, wenn O bzw. O0’ im Sinne der 


Lichtrichtung hinter $ liegt, wie dies in der Abb. 65 der Fall ist, und wenn 
den Wurzeln das Vorzeichen von s bzw. s’ gegeben wird. 


Nun folgt aus (X112,1,), (XII 2,1,) und (XII 2,2) 
nsin® n(tgpcosu—sinu) 1 
n’sin®  n’(tgpcoswW —sinw) .’ 


also mit (XII 2,3) 
n-tgpcosu—=tgp Yw?— O0? n? sin? u— O,nsin u, 


n cosu — \n? — C3 n? sin?u— O,nsinuctgQ, 
DD ed 2 42 sin? 2 
nn” — (3 n” sin" u=n* cos" u+ 03 n* sin“ u cotg" 9 —+ 


+20, n? sinu cosu cotg 9. (XII 2,4) 
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Hierin ist 
j 0 s—2 
sın U = 1, —— 5 5 COSU=ı, nt 
V(s— 2)? + 0 Vs—-2% + 
_Ws—n® ns de 
I — Eu, 3 er ctgy—tgy—7,: 


so daß (XII 2,5) übergeht in 


BE 0 ng Ne), sone, ie Te) 
s? (s— 2)? + 0? (s— 2)? + 0? 8’? (s— 2)? + 0? \dz 


\o,nfsn®, e(s—z) de 
er er er 


oder nach einfacher Umformung 


de\? ns’ s—2zde_ \ n’? s’? (s — 2)” +0? 
ae) Yan we 
n’? 8? ns? (s— 2) = 
one nee a» 2) 
de _ ns s— 2, „ılls-?:?” 8, I XII 2.6* 
d2 Erere| 0 -Vr-5+ 
Diese Differentialgleichung, der jede „aplanatische Fläche‘ — sofern eine 


solche für die vorgegebenen Werte s, s’, n, n' und den hieraus für den Scheitel- 
krümmungsradius r, der brechenden Fläche folgenden Wert 1, — n Fe 5 


existiert — genügen muß, läßt sich mit 0? — % noch in der einfacheren Form 


schreiben 


Igl a AL 
BI rg We Ver. (XII 2,6**) 


ss — N 


Eine andere Form der Differentialgleichung (XII 2,6) bzw. (XII 2,6**) sei 
‚hier gleichfalls noch angegeben. Sie läßt sich mit 


r ’—_n)s 
y=0%, =s—z und an re, (XII 2,7) 
schreiben 
y?+ Axy’ + By= 02? 
mit 
A=— SL &, 
7 | (XII 2,8) 
B=4|1+2 a |, 
N W—Nn 
eg rr® 9 
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Man zeigt leicht, daß die beiden Spezialfälle, für die sich Kugelflächen als 
aplanatische brechende Flächen ergeben, nämlich 1. für s=s’=r, und 


2. für eu, ee, 

nr N” 
5 1 | nn BRETT EE y 
[also ran nl -); d.h. ns=wns=(n+m)r,; 
dh. — 4 und für die die Gleichung der brechenden Fläche (in 


beiden Fällen) (2 — r,)?-+ 0? = 12 lautet mit 
ns ws 


n+n’ n-+n’’ 


Lösungen der Differentialgleichung mit den angegebenen Werten von s und s’ 
sind. 

Unter den Lösungen der Differentialgleichung befinden sich aber offen- 
sichtlich auch physikalisch unrichtige Lösungen, bedingt durch das nicht ein- 
deutige Vorzeichen der in den Lösungen der Differentialgleichung auftretenden 
Wurzeln. 

Berechnet man aus der Differentialgleichung mit Hilfe der Formel 


less bzw. VE 2 — 


n„=[+(1+09%:0"] für z=0, d.h. für c=s und 0=0 


‚_@e ____deo 
dz dx 


„__W , Me de ade 90 , 
rd dz 


mit Dr und ) 


den Scheitelkrümmungsradius 7, der Fläche, die durch die Differential- 
gleichung (XII 2,6*) i 


do ns’ x n’ s’ x s? 
Zr: ee Ya at 
mit x = s — 2 bestimmt ist, so findet man für r, vier mögliche Werte, nämlich 


; 14 


) ns, mn): 
2) ne nm), 
3) nenn), 
net), 


von denen nur der erste sa dem vorgelegten Problem entspricht, 
2 “ gleichfalls ergibt. Die Differentialgleichung 


d.h. sich aus n—2-t- 
liefert aber auch solche Flächen, deren Scheitelkrümmungsradius den anderen 
Gleichungen 2, 3 oder 4 genügt. Aus den Lösungen ist daher gegebenenfalls 
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(s. u.) jeweils diejenige Fläche als dem Problem angepaßte auszuwählen, deren 
Scheitelkrümmungsradius den Wert 
88 , 
HTnsuns 
ergibt. 


Bei der Ableitung der Differentialgleichung haben wir nur von den Forde- 
rungen der Erfüllung der Sinusbedingung und der Erfüllung des Brechungs- 
gesetzes für die einander optisch zugeordneten Strahlen des Objektraumes 
und des Bildraumes Gebrauch gemacht, nicht aber von der Forderung 
(XII 2,4) der Konstanz der optischen Weglängen, die erfüllt sein muß, wenn 
alle von dem Objektpunkt (auf der Achse des rotationssymmetrischen Systems) 
ausgehenden Strahlen sich nach dem Durchgang durch das optische System 
im gleichen Achsenpunkt des Bildraumes treffen sollen. 

Aus Gleichung (XII 2,4) erhält man nach etwas langwierigen Rechnungen 
die Gleichung o = o (2) der brechenden Fläche, die bei vorgegebenen n und n’ 


die vom Achsen-Objektpunkt des Scheitelabstandes So — s ausgehenden 
Strahlen nach der Brechung im Achsen-Bildpunkt des Scheitelabstandes 


—— 
SO'—= s’ vereinigt. Diese Gleichung der für den Objektabstand s „Ööffnungs- 
fehlerfreien‘ Fläche lautet 

2 ___.2 mins nm rs 
ee . (XII 2,9) 

x kn s— ns) — Ya s— nd? +2 (MW? —n2)(’—5)z]. 
+ 

Eine „aplanatisch abbildende“ (brechende oder spiegelnde) Fläche muß also 

sowohl der Differentialgleichung (XII 2,6*, bzw. (X112,6**) als auch der 


| 2 
vorstehenden Gleichung (XII 2,9) genügen, aus der mit 0 =y für as — =y 
— abweichend von (XII 2,6**) — folgt: 
day net—n?s, 
er Er 
omn (=) | ns’ —nS u 
2 ==, n? VY(n’ Ss — N s’)? + 2 (n’? = n?) (87 ze )z . (Xil 2,10) 


Die Gleichungen (XII 2,6**) und (XII 2,10) können gleichzeitig nur unter be- 
stimmten einschränkenden Annahmen für s, s’, n, n’ gelten. | 

Andererseits zeigt man aber auch leicht, daß die bei Aufstellung der Difie- 
rentialgleichung vorausgesetzte Existenz einer derartigen — im allgemeinen 
Fall natürlich deformierten, also nicht kugelflächenförmigen — aplanatisch 
abbildenden Fläche nicht für jedes beliebige Wertequadrupel n, n’, s, s’ gelten 
kann, wenigstens nicht, wenn es sich um eine reelle Fläche handeln soll, was 
für die Herstellung in der Praxis ja notwendig ist. 

Die Aplanasie setzt ja 1. die Erfüllung der Sinusbedingung und 2. die 
aberrationsfreie: Strahlenvereinigung voraus. Die Erfüllung der Sinus- 
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bedingung besagt, daß 


on nn — — ß’ ist. Andererseits ist #’ — 2 
n’ sin u n’s 
also, daß s® sinw —=ssin«w ist. Geht man nun daran, die Fläche zu kon- 
struieren, für die die Sinusbedingung erfüllt ist, so erkennt man zunächst, 
daß in der Beziehung s’ sin w = s sin u die Brechungszahlen selbst gar nicht 
mehr explizite auftreten. 

Wählen wir auf einer Geraden den Schnittpunkt der brechenden Fläche, 
ferner den Objektpunkt und den zugehörigen Bildpunkt, gegeben durch die 
Forderung, daß die vom Objektpunkt mit der Objektschnittweite s aus- 
gehenden Strahlen sich im Bildpunkt mit der Bildschnittweite s’ vereinigen 
sollen unter Einhaltung der aus der Sinusbedingung folgenden Beziehung 
s’ sinw = ssinu, so können wir leicht zu jedem objektseitigen Strahl mit 
‚der Neigung u gegen die Achse den bildseitigen Strahl mit der Neigung 
gegen die Achse konstruieren und feststellen, wo sich diese beiden Strahlen 
schneiden. Diese Konstruktion erfordert keinerlei Rechnung, sondern läßt sich 
besonders einfach rein geometrisch durchführen, indem man (Abb. 66) 


. Daraus folgt 


\) 


Abb. 66. Zur Konstruktion der Schnittpunkt-Flächen solcher ‚„Strahlen‘‘ 
(bei vorgegebenem s und s’), die der Sinusbedingung genügen. 


1. einen Halbkreis zeichnet, der durch den Objektpunkt O und den Flächen- 
scheitel 8 hindurchgeht, 2. einen Halbkreis, der durch den gewünschten Bild- 
punkt 0’ und den Flächenscheitel hindurchgeht, und indem man 3. um den 
Flächenscheitel als Mittelpunkt eine größere Zahl von Halbkreisen zeichnet. 
Dort, wo einer dieser Halbkreise um den Flächenscheitel S8 die zuerst ge- 
nannten Halbkreise über OS bzw. 80’ trifft, erhalten wir gerade diejenigen 
Schnittpunkte — z.B. die Schnittpunkte / und J —, durch die der objekt- 
seitige Strahl bzw. der nach der Sinusbedingung erforderliche zugeordnete 
bildseitige Strahl hindurchgeht. Denn man sieht leicht, daß für diese beiden 
Strahlen ssinu=s’sinw, und zwar gleich dem Radius des betreffenden, 
um.den Flächenscheitel S gezeichneten Kreises ist. Man erhält so als Schnitt- 
punkte der einander nach dem Sinussatz entsprechenden ‚„objektseitigen 
Strahlen‘ und ‚‚bildseitigen Strahlen‘ eine Reihe von Punkten F,„ die auf 
der brechenden Fläche liegen müßten. Verbindet man diese Punkte aber mit- 
einander, so erkennt man leicht und unmittelbar, daß für diese Fläche im 
allgemeinen für die einzelnen Strahlen das Brechungsgesetz keineswegs erfüllt 
sein kann. Dazu hätte man nämlich durch jeden Schnittpunkt eine Linie so 
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zu ziehen, daß für den ‚einfallenden Strahl“ und für den zugehörigen „»ge- 
brochenen Strahl‘ das Brechungsgesetz erfüllt ist, also daß n’ sin v = n sin i 
wird. Zu dieser Hilfslinie hätte man dann durch den Schnittpunkt eine Normale 
zu zeichnen, die die Tangente an dem Schnitt der brechenden Fläche mit der 
: Papierebene sein müßte. Alle so gezeichneten Normalen würden als Ein- 
hüllende die brechende Fläche ergeben, die mit der zuvor gezeichneten Fläche 
der Strahlschnittpunkte identisch sein müßte, was für beliebige Wertepaare 
n, n' sicher nicht der Fall ist. 

Man muß also leider folgern, daß es nicht für alle möglichen Lagen von 
Objekt und Bild aplanatisch brechende Flächen, auch nicht asphärisch- 
aplanatisch brechende Flächen geben wird, sondern daß Flächen mit der- 
artigen aplanatischen Eigenschaften nur in Ausnahmefällen, d.h. für be- 
stimmte Objekt- und Bildlagen (bei gegebenen Brechungszahlen), möglich sein 
werden, wobei zu diesen ‚natürlich die Kugelflächen gehören, die sich als 
brechende Flächen für 


l.s=r mit ee, 

und 

wa ! \ [4 

2. für srl) und d=r(® | > 

N nr 
d.h. für 
ns—= ns —(n+ m) 
ergeben. 
Fragen wir nun weiter, welcher Gleichung die zuvor geometrisch konstruierte 

Fläche genügt, für die #sinwW=ssinu und demnach mt — ne — — ß 


ist, für die also die Sinusbedingung sowie die aberrationsfreie Abbildung des 
Achsenpunktes, von dem die Strahlen ausgehen, erfüllt sein würde, wenn 
diese Fläche die sonstigen Eigenschaften einer brechenden (bzw. spiegelnden) 
Fläche für vorgegebene Brechungszahlen n und n’ besitzen würde. 
Bezeichnen wir die Koordinaten des Schnittpunktes eines objektseitigen 
„Strahles‘ der Neigung u gegen die Achse mit dem ihm nach der Beziehung 
ssinu= s’sinw bildseitig. zugeordneten ‚Strahl durch 2*, o*, so sind 
(Abb. 67) die beiden „Strahlen“ bestimmt durch die Punkte 
l. 21 =S Q1ı1=09; 292 =c0sn%, (9=C6cosu, 
2 ld tel, cu, 
worin nach der Konstruktion noch s sin u = 8’ sin W = c mit c = c(u) gesetzt 
wurde. 
Dann gilt für die nach Konstruktion einander zugeordneten „Strahlen“ 
Zu. N ee „2, 
091. ir 93 —C0C0OSsU —cVs®— c 
und entsprechend 
2 s.— esinu’ 8? — ce 


2 —!—=0 ——— 


> — ccosw me ae 
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Daraus folgt 
(= 5)%, 

bzw. 
(?— MAR — 5). 
Ferner | 

ea sY+el=est, 

2 [2 — 8)? + 02] 0*8’?. | 
Für die Schnittpunktkoordinaten 2*, o* folgt hieraus für s & s’ durch Division 


(XII 2,11) 


so daß zwischen 2* und o* die Gleichung besteht 


ss’ \2 o__ [ss \2 
[z se) 70” =) . 


Abb. 67. 


s8 
-. Da 
s+s 
andererseits zwischen s, ® und dem Scheitelkrümmungsradius r9 einer die 
Medien mit den Brechungszahlen n und n’ trennenden brechenden Fläche die‘ 
n W—-n 


Beziehung n, — =. gelien muß, so folgt mit r=1r, (Kugelfläche), daß 
0 


Die Schnittpunktfläche ist also eine Kugelfläche vom Radius r = 


sn’ — ns = (mn —n)(s+ Ss), lso nen! —=(n+m)r, 


entsprechend der ersten der bereits bekannten, oben angegebenen Beziehungen 
(XII 1,7) und (XII1,8) für aplanatisch abbildende Kugelflächen. 


.. . . y 4 W u ” 
Für den oben ausgeschlossenen Fall s=s’— für den ja wegen Po Pe Su 


11 Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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auch s = s’ = r:gilt — werden die beiden Gleichungen (XII 2,11) und damit 
‚auch die beiden „Strahlen“ identisch, so daß jeder Punkt der beiden Strahlen, 
insbesondere also der Punkt 2*—=s(1— cosu), 0*=ssinu als ‚„Strahl- 
:schnittpunkt““ angesprochen werden kanpv, für den @&* — SP? + 0? = #=r? 
gilt. | | / 

Dies entspricht der zweiten der bekannten, oben angegebenen Beziehungen 
(XIL1,7) und (XIL1,8) für aplanatisch abbildende Kugelflächen. 

Die Gleichungen (XII 2,6*) und (XI1 2,9) [bzw. (XII 2,6**) und (XII 2,10) 
sind also gleichzeitig nur für diese beiden Sonderfälle erfüllt, für die die ab- 
bildende Fläche eine Kugelfläche ist, während die zu anderen s, s’, n, n’ ge- 
hörigen Lösungen von (XII 2,6*) [bzw. (XII 2,6**)] nur die Erfüllung der 
Sinusbedingung gewährleisten, aber sphärische Aberration besitzen, und um- 
gekehrt durch die zu anderen s, s’, n, n’ gehörigen Lösungen von (X11 2,9) 
[bzw. (XII 2,10)] die sphärische Aberration behoben, die Sinusbedingung aber 
nicht erfüllt ist. | 

Wohl aber lassen sich — wie hier nur kurz erwähnt sei — nach der auf 
'S. 149/150 angegebenen Konstruktion ‚‚Stufenflächen‘ nach Art der bekannten 
FRESNELschen Scheinwerferlinsen angeben, diein Verbindung mit einer der in 
XII l angegebenen aplanatisch-brechenden Fläche (— als erste oder zweite 
Fläche —) eine ‚‚Siufenlinse‘ ergeben, die für einen vorgegebenen ÖObjekt- 
abstand und einen gleichzeitig vorgegebenen Bildabstand und demnach für 
eine geforderte Vergrößerung aplanatisch abbildend ist. 

Eine andere Anwendung der vorstehend durchgeführten Überlegungen führt, 
zu einer aplanatisch-abbildenden Spiegelanordnung, bestehend aus einer grö- 
ßeren Anzahl von zur Achse konzentrischen schmalen, gegeneinander versetz- 
ten, auf ihrer Innenfläche verspiegelten Flächen, die mehr oder weniger an- 
genähert die Form von uchsensenkrechten Abschnitten von Kegelflächen oder 
genauer von KRotationsellipsoiden besitzen. 

Derartige „Stufenlinsen‘“‘ oder ‚„Spiegelabschnitt-Systeme‘“ erlauben die An- 
wendung einer sehr hohen Apertur, so daß sie ein besonders hohes Auflösungs- 
vermögen zu geben versprechen. Eine praktische Ausführung derartiger Stufen - 
linsen oder Spiegelabschnitt-Systeme liegt indessen bisher noch nicht vor. 
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Das Suwersche Eikonal 


1. Das BRuUNnsSssche Eikonal 


Die im FERMATschen Prinzip auftretende Summe x N;1; (bzw. f n dl) ist eine 


Funktion der Koordinaten der beiden Punkte P ei Q. Außer, von PundQ@ 
ist sie natürlich noch abhängig von der Lage des die beiden Punkte P und Q 
verbindenden Linienzuges, so daß bei festgehaltenem P und @ die Summe 


Q Q 
2’ n; 1; bzw. das Integral [f n di noch der verschiedensten Werte fähig ist. Nach 
P 


dem FermATschen Prinzip aber sind unter den verschiedenen, die Punkte ? 
und Q een en nur diejenigen wirkliche „Lichtwege“, für 


die Ö > nl,;=0 bzw. Ö Mi n di —=0 ist, für die also die betreffende Summe bzw. 


das betreffende Integral Ben Extremwert darstellt. Dieser Extremwert ist dann 
(im allgemeinen) nur noch Funktion der Koordinaten von P und ®. Ihn be- 
zeichnet man durch 


E = E(&p, Yp, Zr; IQ; Yya,20) = E(P,Q), 
so daß also: 


Q Q 
E(P,Q) = Extrem (2 N; ı) = Extrem ( In a) 
P \P 


und nennt ihn mit Bruns das Eikonal des betreffenden optischen Systems 
zwischen den Punkten P und Q. Hier sind xp, yp,zp und &g9, Yo, 2o die Ko- 
ordinaten der Punkte P und Q in einem beliebigen Koordinatensystem. Im all- 
gemeinen ist Z(P,Q) eine eindeutige Funktion der Koordinaten von P und ®. 
Nur in dem Falle, daß zwischen P und Q mehrere Lichtwege möglich sind, 
längs denen das Licht verschieden lange Zeit gebraucht, also in dem Falle, 


Q Q 

daß Z/n;l; bzw. [ndl mehrere Extremwerte besitzt, ist E(P, Q) ent- 
P P 

sprechend mehrdeutig. 


Tragen wir aufallen von einem leuchtenden Punkte ausgehenden und eventuell 
gebrochenen oder gespiegelten ‚Lichtstrahlen gleiche optische, also vakuum- 
bezogene Weglängen Zn di ab, so bilden die Endpunkte eine Fläche, die man 
als „Fläche konstanten Eikonals‘, als „Fläche konstanter optischer Weglänge“ 
11* 
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bezeichnen kann. Die verschiedenen Flächen, die man so erhält, indem man die 
auf den Strahlen abzutragenden konstanten optischen Weglängen variiert, 
sind einander parallel, wenigstens soweit es sich um diejenigen Teile der ver- 
schiedenen Flächen handelt, die in ein und demselben Medium liegen (Abb. 68). 
Man bezeichnet die so entstehenden 
Flächen auch als ‚„Wellenflächen‘“ 
oder als „Flächen gleicher Schwin- 
gungsphase‘, weil das Licht in allen 
Punkten einer solchen Fläche gleich- 
zeitig die gleiche Schwingungsphase 

besitzt. 
Auf den Wellenflächen nimmt da- 
"y7'GSr%ad her das Eikonal entsprechend der 
| Definition der Wellenflächen konstan- 


Abb. 68. Die „Flächen konstanten ten Wert an, so daß diese mathema- 

Eikonalwertes‘‘, die‘ „Wellenflächen“ -tisch durch die Gleichung 

eines von einem Objektpunkt aus- 

gehenden Strahlenbündels, bilden E (xp, Yp,2p; %, y,2) = const 

innerhalb eines Mediums mit kon- 

stantem Brechungsindex eine Schar 
von Parallelflächen. 


definiert sind. Hier sind x, y,2 als 
variable Koordinaten betrachtet. 
Aus dem FErMmATschen Prinzip 
(s. Einleitung) können wir nun leicht 
einen wichtigen Satz ableiten, den Satz von MALUS. Dieser sagt aus: Alle Licht- 
strahlen, die von einem Punkte ausgehen, der in einem homogenen isotropen 
Medium liegt — und die daher die Normalen einer Kugelfläche bilden —, bilden 
nach beliebig vielen Brechungen und Spiegelungen in jedem homogenen iso- 
tropen Medium stets wieder die Normalen einer Flächenschar, eben der Schar der 


Abb. 69. Abb. 70. 
Abb. 69 und 70. Zum Beweise des Satzes von MALUSs. 


Wellenflächen, die aber im allgemeinen keine Kugelflächen mehr zu sein pflegen. 
Es sei (Abb. 69 und 70) wieder P der leuchtende Punkt, AB eine Fläche kon- 
stanten Eikonals und Q ein Punkt der Normale in A auf AB, wobei angenom- 
men sei, daß zwischen AB und Q der Brechungsindex konstant ist. Die punk- 
tierte Linie sei der Schnitt mit der Kugelfläche um @Q mit Q4 als Radius. 
Nach dem FerMATschen Prinzip soll 2 Nn;,= E(P,Q) ein Extremum sein. 


Nun ist E(P, A)J=KE(P,B), da ja AB eine Fläche konstanten Eikonals sein 


1. Das Brunssche Eikonal 155 


sollte. Andererseits aber ist aus geometrischen Gründen, da AQ Normale auf AB 
ist, in Abb. 69 für alle bei A liegenden Punkte B = A‘der Wellenfläche AB 


AQ<BQ und demnach auch E(A,Q)<E(B,Q), 
also: 


E(P, A) EA,QJ<E(P,B) + E(B,Q) 
E(P, Q)über Aa < E(P, Q)üper B 


für jede Lage von B auf AB, die nicht. mit A zusammenfällt, A aber benach- 
bart ist. Der tatsächliche Lichtweg ist also derjenige, der über A geht, also zur 

“ Fläche AB, zur Fläche konstanten Eikonals, orthogonal ist. 

Ganz entsprechend folgt für Abb. 70, in der die um @ mit Q4 geschlagene 


daraus: 
E(P, Q)üper a > E(P, Q)üver 3 


für jede Lage von B auf ÄB, die nicht mit 4 zusammenfällt, A aber. benach- 
bart ist. Auch hier ist also der tatsächliche Lichtweg derjenige über A normal 


zur Fläche AB konstanten Eikonals. 


Die Flächen konstanten Eikonals, die Wellenflächen, sind also die ortho- 
gonalen Trajektorien der durch die Lichtstrahlen gegebenen Geradenschar. 
Kennen wir für diese Lichtstrahlen die analytische Darstellung, so können wir 
daraus auch die Gleichungen der Wellenflächen bestimmen. 

Wir fragen jetzt nach der Differentialgleichung des Eikonals! 

Da die Flächen konstanten Eikonals Parallellächen sind, so ist der Abstand 
zwischen zwei aufeinander folgenden Eikonalflächen konstant, wobei der ‚„Ab- 
stand‘ an den einzelnen Stellen in Richtung des durch jene Stellen hindurch- 
gehenden, zu beiden Eikonalflächen senkrechten Lichtstrahls (Satz von MALUS) 
zu messen ist. Bezeichnen wir die Richtungskosinus des betreffenden Licht- 
strahles im (als laufend betrachteten) Punkt @ durch &o, Bo, Fo und den 
Brechungsindex im Punkte Q durch no, so folgt wegen dE —=n-dl 


oE _ [dE\ (öl\ ___ 
do \dt)e \ör)o +0: 


OE dE el 2 
3 (are lön)e—reße- Ren 
0E_ |(dE Br RE 
(are emo Pe» 


woraus sich als Differentialgleichung für das BRUNSsche Eikonal ergibt: 


oE\2 (oB\2, En 
dw) Nagel T ld) "8 


12 Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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wofür wir auch schreiben können: 


grad E(P,Q)= mo. 
Hierbei war P, der Ausgangspunkt des Lichtes, als fest, Q als variabel ange- 
nommen. Nehmen wir indessen Q als fest an und variieren den Ausgangspunkt, 


so erhalten wir analog: x 
oE -(77) (2) un 
Ozp \di)r \eajpr 77” 
= nal Rn (XII 1,2) 
a eyes re 
so daß 
oE\2 cE\2 oE\2 , 
(oe) + lee) + la) = 
oder auch 
gradp E(P,Q) = — np , 


Das Negativzeichen bei np weist hier darauf hin, daß bei Verschiebung von:P 
längs des Lichtstrahles in Richtung der Lichtfiortpflanzung der Wert des 
Eikonals abnimmt, während er bei der entsprechenden Verschiebung von Q 
zunimmt. Ist no bzw. np von Punkt zu Punkt der betreffenden Eikonalfläche 
verschieden, so gelten die angegebenen Differentialgleichungen — in denen 
dann eben nur rechts die Funktionen 


Mm n(®g,Yyg,2) bzw. Nnp=n(tp, Yp,zp) 
stehen — gleichfalls, doch ist der Abstand di zwischen zwei aufeinander fol- 
genden Eikonalflächen nicht mehr konstant, sondern von der Lage des Punk- 
tes Q (bzw. P) auf der Fläche abhängig. Denn da ja mit c= Vakuumlicht- 
geschwindigkeit, ® = Lichtgeschwindigkeit in dem betreffenden Medium, 
t —= Schwingungsdauer, die ja — ebenso wie die Frequenz des Lichtes —- vom 
Medium unabhängig ist, die Beziehung gilt: 
di cdi di 


ndl=c,—= "7 — Az — const, 


so ist — da A); die Vakuumwellenlänge, konstant ist — auch - — const. 


Nun ist aber A bei variablem n vom Orte abhängig, so daß dies auch für 
dl=A- const gilt. 

Aus der Eikonalfunktion lassen sich wichtige Eigenschaften der optischen 
Abbildung, insbesondere auch der optischen Abbildungsfehler, ableiten. Da 
das BRunssche Eikonal — das ja die Wellenflächen liefert, die zu einem in P 
befindlichen leuchtenden Punkte gehören, allgemeiner: die Flächen, deren 
Punkte von P aus konstänte vakuumbezogene Lichtwegentfernung besitzen — 
in der Nähe des zu P konjugierten Bildpunktes P’ Singularitäten besitzt, da 
dort ja die betreffenden Wellenflächen Kanten, Spitzen und Doppelpunkte 
besitzen oder — im Idealfall der Kugelwelle — auf einen einzelnen Punkt zu- 
sammenschrumpfen, so hat sich für die Diskussion der Abbildungsfehler eine 
andere Funktion, das ‚„SEIDELSche Kikonal‘‘, als vorteilhafter erwiesen, das mit 
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dem Brunsschen Eikonal in engem Zusammenhang steht. Bevor wir indessen 
das SEIDELsche Eikonal näher definieren, wollen wir noch einen weiteren 
Eikonalbegriff, das ‚Winkeleikonal‘‘, einführen, da sich dieses aus dem BRUNS- 
schen Eikonal leichter ableiten läßt als das SEIDELsche, dieses sieh aber wieder 
leicht aus dem Winkeleikonal ergibt!. 


2. Das Winkeleikonal 


Wir wählen (Abb. 71) auf der Achse des optischen Systems zwei beliebige 
Punkte C, und C, mit den Koordinaten 2= c, bzw. 2—= c,. P und Q seien zwei 
beliebige Punkte eines beliebigen, das optische System durchsetzenden Licht- 
strahles. Der Wert des zugehörigen 


Brunsschen Eikonals sei E(P, Q). A, se, 4, 
Wir fällen nun von C, auf den von a N 0 
P ausgehenden — nach den Brechun-. Co C, = 
sen durch Q hindurchgehenden — 

Lichtstrahl ein Lot und ebenso von Abb. 71. 


C, aus auf den durch @ gehenden 
Strahl. Die Fußpunkte seien A, und A,. Das BRUNSsche Eikonal zwischen 
diesen beiden Fußpunkten ist dann 


E(4,, 4) = V(P,Q)]= E(P,Q) — na [Xo &o + Yaße + (za — Cı) Fa] 
+ Np|[&p&p- Yr Br+ @e— co)Yr]; 


da ja PA, die Projektion von PC, auf den durch P gehenden Lichtstrahl mit 
den Richtungskosinus &>, fr, Yr und analog QA, die Projektion von QC, 
auf den durch @ gehenden Lichtstrahl mit den Richtungskosinus &g, fe, Ya 
ist. E(A,, A,) ist also dargestellt als Funktion der Koordinaten der Punkte 
P und Q, so daß wir es auch als Funktion (7) von P und Q ansprechen können. 
V ist zunächst Funktion nicht nur der Koordinaten x, y, z der Punkte P und Q, 
sondern auch der Richtungskosinus &p, Pr, r und &o, Po, yo des durch P 
und Q gehenden Lichtstrahles. Nun ändert sich bei Variieren der Punkte P 
und Q der Wert von E(P,Q) um 


oE °oE öE öE 
ii = er ü XIII 2,1) 
OR I ( 2 
er ya az, 7% - 
Wegen (XIII 1,1) und (XIII 1,2) ist dies 
dE(P, Q) Ze —Wp &p dtp — Np Br dyp — Np Yp dzp + Ng üg dxo 
+ ng Pa dya + ng Fo dag. (XIII 2,2) 


ı Wir folgen hier sowie in XIII 2, XIII 3, XIII’5 und XIII 5a dem Vorgehen von 
K. SCHWARZSCHILD, Untersuchungen zur geometrischen Optik I, Göttingen 1905. 


12* 
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Die zugehörige Änderung von V(P,Q) ist 

dV(P,Q)=dE(P,Q) — no [do dza + Badyo-+ Yodza+ zo däo+ Yodße 
+ (2a — Ce) dFel+ Nr [&rdep + Prdyr + Yrd2r + zpdäp 
+ ypdßr-+ (er — w)dyrl, 

so daß unter Benutzung von (XIII 2,2) 


dV (P,Q) = — no [todo + yodßa+ (2a — c)d7o] (XIII 2,3) 
+ np [&pdäp+ Yrdßr-+ (er — oo)dYr]-. 


Die. Funktion V(P,Q) ist also in Wirklichkeit nur abhängig von &r, Pr, yr, 
&o, Bo, Yo, wird also allein durch die Anfangs- und Endrichtung des durch P 
und @ gegebenen Strahlenverlaufes bestimmt. Tatsächlich sind ja auch zur 
eindeutigen Festlegung eines bestimmten Strahles Anfangs- und Endrichtung 
erforderlich, da alle mit ihm parallel einfallenderni Strahlen gleiche Anfangs- 
richtung, im allgemeinen aber verschiedene Endrichtung besitzen. Nur in dem 
speziellen Falle, daß die parallel einfallenden Strahlen auch nach dem Durch- 
gang durch das optische System wieder parallel verlaufen — wie dies z. B. bei 
einem auf Unendlich eingestellten Fernrohr der Fall ist —, es sich also um eine 
sogenannte ‚„teleskopische‘““ Abbildung handelt, wird V(P,Q) eine unbe- 
stimmte Funktion. Aus (XIII 2,3) folgt für die partiellen Ableitungen von 
v(P,Q) 


oV oV oV 

2 re u u XIII 
E MPEPS: > np Yp; O7 r np (2p Co); ( 2,4) 
oV oV oV 

= en —— — No (2 —Cı). X11l 2,5 
Er Mom; 5B, CE No (2a — Cı) ( ) 
Ist demnach für ein vorgegebenes optisches System die Funktion 

’=V(P,Q) = V(&r, Pr, Yr, &o, Be, Yo) (XIII 2,6) 


bekannt, so ergibt sich für einen Lichtstrahl, der im Objektraum durch einen 
gegebenen Punkt P hindurchgeht und eine gegebene Richtung (&r, Pr, Fr) 
hat, aus (XIII 2,4) sofort die Richtung, die er im Bildraum hat, da jene drei 
Gleichungen ja als Unbekannte nur die Größen &g, ße, Yo enthalten, während 
die Größen &p, Br, Yr, Xp, Yp,2p und c, — und natürlich auch np und ng so- 
wie c, — als bekannt angenommen waren. Aus (XIII 2,5) ergeben sich dann 
noch die Koordinaten desjenigen Punktes unseres Bildstrahles, für den V einen 
durch (XIII 2,6) bestimmten Wert hat. 

Da + #+7%=1 und auch &-+ P+ 73 = 1 ist, so können wir 
aus (XIII 2,6) je eine der auf P und @ bezüglichen Variablen, etwa Yp und Ye, 
eliminieren. Hierdurch geht V(P,@) über in eine nur noch von &p, Pr, &o; Ba 
abhängende Funktion, die wir durch W(P,@) bezeichnen, so daß 


W(P,Q)=W (ä», Pr, &o, Bo) =V (&r, Br; Yr(&p, Br), &o » Ba: Ya (&o ; Po), 
(XII 2,7) 


2. Das Winkeleikonal 159 


und es wird wegen (XIII 2,4) (XIII 2,5) 


mE nkelans 
oßr Br Oypößr Np\Yr P 0 Tp P%o 


E (XIII 2,8) 
oW | P 
und analog rs: |2>- @r— 0) |” %g; 

= \ 
oW | 3 
FI FR [9 — (20a — Cı) ]=— ro Yı > 

5 = ; (XII 2,9) 
En | — (za — 6ı) 2 ——Ng%; 
O&og vQ 


WO Yg; %ys Yı; %ı Wie Schnittpunktkoordinaten des betreffenden Objekt- und 
Bildstrahles mit den achsensenkrechten Ebenen z = c, bzw. 2 = c, sind, wie 
man aus den Definitionsgleichungen sofort erkennt. Denn es ist ja z. B. 


Yr=Yo__ YPp— Yo = 
2Pp—-% Ver” + (yp — Yo)” + (?2P — ©)° 
X V(zr =)” +(yPr - Y)’ + (2er) = Pr 


Diese Funktion W heißt nach SCHWARZSCHILD das ‚„Winkeleikonal‘‘ des opti- 
schen Systems. | 

Ist wieder im Objektraum ein Punkt P und die Richtung eines durch ihn 
hindurchgehenden Lichtstrahles gegeben, so erhält man, wenn W (P, @) bekannt 
ist, ebenso wie oben aus (XIII 2,4) bei bekanntem V (P, @), aus (XIII 2,8) die 
Richtung des betreffenden Lichtstrahles im Bildraum und aus (XIII 2,9) die 
Koordinaten des auf diesem Bildstrahl gelegenen Punktes Q, der von P eine 
bestimmte durch W(P,@) gegebene (vakuumbezogene) Lichtwegentfiernung 
hat. Die Differentialquotienten (XIII 2,8) und (XIIL2,9) von W geben uns 
außerdem die Schnittpunkte des objektseitigen und des bildseitigen Strahles 
mit den im Objektraum bzw. Bildraum gelegenen achsensenkrechten Ebenen 
z2—= c,und 2== c,. Da diese beiden Ebenen beliebig wählbar sind, wählt man 
vorteilhaft hierfür die Objektebene und die GAuUSSsche Bildebene. 

Es sei noch bemerkt, daß für V(P,Q) und demnach auch für W(P,9Q) — 
beide sind ja im wesentlichen identisch — eine ganz ähnliche Extremaleigen- 
schaft gilt wie für Z(P,0Q). Dies folgt ohne weiteres daraus, daß ja V(P,®) 
und auch W(P,Q) dem Werte nach nichts anderes ist als E(4A,, 4,). Das 
Winkeleikonal ist daher ein Extremwert der optischen Längen aller durch das 
optische System (rein geometrisch) legbaren Linienzüge durch A, und A, mit 
verschiedener Anfangs- und Endrichtung, wie dies Abb. 72 veranschaulicht. 

Zeichnen wir nun (Abb. 73) zu den beiden durch A, und A, gehenden, ein- 
ander entsprechenden Lichistrahlen je eine Parallele und bezeichnen wir die 


Schnittpunkte dieser Parallelen mit den Loten 0,4, bzw. CA, durch 5, bzw. B,, 
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so ist, da.ja die Wellenflächen durch 4, und A, die Lote C0,A, bzw. 0A, in 
A, bzw. A, berühren (und nicht: schneiden): 


B, | 
Zn;l; > oder= oder < E(A,, A,) für alle (A, benachbarten) Punkte B,+A, 
Fa 
auf O,4,, 
Aı 
Zn;1; > oder = oder < E(A,, A,) für alle (A, benachbarten) Punkte B, + 4, 
Bo | 
auf 054g; 
demnach auch, da ja 

B, 4, A 5. Bi A, B, A, 

Zn; =2n,-+ 2n,l,;+ nl; =2nl,-+ Anl; = nl; 

B, B, A, As Bo As As 


B, 
ist, Un;l; > oder = oder < E(A,, 4,) für alle (A, benachbarten) Punkte 
Bo 


DB, +4, auf O,A, und alle (A, benachbarten) Punkte BA, #4, auf O14.. 


\ 
—--I— 


Abb. 72. Abb. 73. 


Abb. 72 und 73. Zur Extremaleigenschaft der Winkeleikonale 
V(P,Q) und W(P,Q). 


E(Ao; 4,) und damit auch V(&», Br, YP; &g; Bo, yo) und W(&», Br, &g; Bo) 
sind demnach Extrema unter allen denjenigen geometrisch möglichen Linien- 
zügen durch das optische System, die untereinander gleiche Anfangsrichtung 
&p, Br, Yp und gleiche Endrichtung &e, Be, Fe besitzen. 


3. Das SEIDELSche Eikonal 


Vom Winkeleikonal gehen wir nunmehr über zum SEIDELschen Eikonal. 
Zu diesem Zwecke wählen wir (Abb. 74) die oben betrachteten Ebenen 2 = c, 
und z2=c, als zueinander optisch konjugierte Ebenen, und zwar die Ebene 
2 = 0, als Objektebene, die Ebene z—=c, als die ihr im GAUSSschen Sinne, also 
in den Grenzen der paraxialen Optik konjugierte Bildebene. Außerdem be- 
trachten wir noch zwei weitere, einander — im gleichen Sinne — optisch kon- 
jugierte achsensenkrechte Ebenen, die Ebene der Eintrittspupille und die 
Ebene der Austrittspupille, die ja das objektseitige bzw. bildseitige Bild der 
Blenden sind. Den Abstand der Objektebene von der Ebene der EP bezeichnen 
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wir durch m,, den Abstand der Bildebene von der Ebene der AP durch m.. 
In unserer früheren Bezeichnungsweise ist also my, =s—$5 und m, =s' —!. 
Ferner nn der paraxiale Abbildungsmaßstab no Bild- und Objektebene 


durch - — (== 8’), der zwischen AP und EP durch Fe ß’) bezeichnet, so daß 


jetzt 7’ die Größe des Bildes (in der Bildebene) eines er achsensenkrechten 


Abb. 74. Zur Ableitung des Seipeuschen Eikonals. (Eingezeichnet wurden nur 
die sich auf den „objektseitigen‘“ Strahlverlauf beziehenden Größen und dem- 
entsprechend nur die Lage der Objektebene sowie der EP-Ebene.) 


Objektes der Größe l in der Objektebene! und (’ die Bildgröße (in der AP) 
eines kleinen achsensenkrechten Objektes der Größe Z in der Ebene der EP 
ist. Nach der HELMHOLTZ-LAGRANGEschen Formel ist dann — da 


i ig 
— —tg um U und ——teu uw 
j g Z 8 
ist — 
Bl m (XTIL3,1) 
Mo Mm; 


Bezeichnen wir von jetzt ab die Schnittpunktkoordinaten %,, 2, des objekt- 
seitigen Strahls mit der Ebene 2 = c,, unserer jetzigen Objektebene, durch y, x 

diejenigen des zugeordneten bildseitigen Strahls mit der Ebene 2= c,, der 
jetzigen Bildebene, durch y’, x’, ferner die Schnittpunktkoordinaten des objekt- 
seitigen Strahls mit der EP-Ebene durch 9%, &, die des bildseitigen Strahls 
mit der AP-Ebene durch %’, ©, so ist in den Erenzan der GAuUsSschen Optik, 
also bei Vernachlässigung höherer Potenzen der Neigungswinkel der Strahlen 


Ds y« “ sollen jetzt also nicht mehr die Längen der Lichtwege, gemessen längs 
der Strahlen, bezeichnen. 

2 Eine Verwechslung der „Abbildungsmaßstäbe‘‘, der lateralen’ Vergrößerungen, 
ß’ und B’ mit den Richtungskosinuswerten ß und ß’ der Strahlen im Objekt- 
bzw. Bildraum ist wohl nicht zu befürchten. 
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gegen die Achse — es ist ja B=cosß —=sin (3-#) tg (3-8) usw. — , 


me Fe (XIII 3,2) 
Y=y—mß; ai m. 

Durch Einführung zweckentsprechender, für Objektebene und Bildebene -- 
und ebenso für EP-Ebene und AP-Ebene — verschiedener MaBeinheiten 
können wir erreichen, daß die Werte der Koordinaten des Bildpunktes bei 
idealer, also fehlerfreier Abbildung die gleichen sind wie die des Objekt- 
punktes und daß auch die Koordinatenwerte der Strahlschnittpunkte mit 
der AP-Ebene die gleichen sind wie diejenigen ihrer objektseitigen Schnitt- 
punkte mit der EP-Ebene — wieder fehlerfreier Strahlverlauf vorausgesetzt. 
Die in diesen zweckentsprechend gewählten Maßeinheiten gemessenen Koordi- 
natenwerte bezeichnen wir durch 9,8£,9,%,9,8,%,&, und zwar setzen wir 
mit (XIII 3,1) 


| a , — Mg B Fa a / 7 
(XIIT 3,3) 
v=’Rr: De et geh iz vom x 
I: I’ L’ I’ j 
. 7 Ze 
mit LER. 


Bei idealem Strahlverlauf wäre also 7 = 9, %°=-4,%97=0,#%=&. Die Diffe- 
renzen 9% — GV, & —&, 9% —G, © — 8 geben also die „Fehler“, die durch die 
Abweichungen vom idealen, vom GAUssschen Strahlverlauf bedingt sind, in 
der Bildebene bzw. der AP-Ebene, allerdings in der für diese betreffenden 
Ebenen geltenden Maßeinheit. 


Aus (XIII 3,3) folgt noch mit Berücksichtigung von (XIII 3,2) 


a Mo „ Mo 5 Ü G = & % 
=u 5; ri; == a 
u nl P a 
(XTIT3, 3a) 
’ 2/ l ’ „, Mı Dr y y = & T 
— >; ee Piel ur , 
Y Y nl’ vl P y’l Tr n’l ae l/ 


Setzen wir dies in die für das Winkeleikonal nach (XIII 2,8) und (XIII 2,9) 
geltende Differentialgleichung unter Berücksichtigung der jetzt benutzten Be- 
zeichnungen 


/ ! ! D Dr D D 
Y,XR,Y,F,N,N, B,ß statt Yo» Lo: Yı» X, NP, Ng; Br, Bo; 
also in 


dW(P,Q)=—n(ydß+ wde)+n(ydß+ xda) 
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ein, so erhalten wir 


es Mt vo 
9len Y + &°) 2? er +% ) 
I (Ydj+2d%) Ydy+8di’), 
ll St 
2 Den Va gr 
vera wlagtm m lage+e 


lt Na9+ 2—2)dE+W—N)dy 
+22) du WM —8]). 


Wir definieren nun als SEIDELsches Eikonal die Funktion 
(8 (0° 8) 


+2U0W 04 2 — 8]. (XIIT3,4) 


Dann wird 
1 © N A © © A A A < A A & 
as (Pr - MIT HAE+G- NAHE E)dE]. 


Das SeIDELsche Eikonal ist also nur Funktion von %, &, 7’, €, also von den 
Koordinaten des Objektpunktes und den Koordinaten des Schnittpunktes des 
betrachteten Strahles mit der AP-Ebene. Außerdem ist ' 


DEN 

05 K A 
ga, 

Si zs XIII3.4 
os 7 Pr x ( \ ( b) &) 
a ee 

ER K v’ ı 

SEE 7 7 A, 

PEZ „9 [7 ) 


Die partiellen Ableitungen von 8 nach den Koordinaten des Objektpunktes 
geben also die Abweichungen der Koordinaten des Strahlschnittpunktes mit 
der AP-Ebene von den idealen, d.h. den sich nach der GAUSSschen Optik er- 
gebenden Koordinaten jenes Strahlschnittpunktes. Und ebenso ergeben die 
negativen partiellen Ableitungen von $8 nach den Koordinaten des Strahl- 
schnittpunktes mit der EP-Ebene die Abweichungen der Koordinaten des 
Strahlschnittpunktes mit der der Objektebene konjugierten Bildebene. 

Setzen wir noch — was ohne Beschränkung der Allgemeingültigkeit ge- 
schehen kann — die Größe I! gleich 1, so ist !’ —= ß’. Ferner setzen wir 
8—$ 


i— 


b, 
S 
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worin tden Achsenabstand desjenigen Punktes der Tangentialebene im Scheitel 
der ersten Fläche des optischen Systems bedeutet, in dem der vom „Achsen- 
punkt des Objektes ausgehende, die EP-Ebene im Achsenabstand ! durch- 
setzende Strahl diese Tangentialebene trifft. Die Formeln (XIII 3,4a) gehen 
dadurch — wenn wir noch beachten, daß Y der fehlerfreie Wert von y und 
ß’j der fehlerfreie Wert von 9 ist — über in 


08 at ER, er Ss 
EFF DE RA Mm 
(XIII 3,5) 
05 1 ud ER 8 
ap AFFE Va gr 
068 1 y o8 1 ; 
8% —— =z(A Y )mer » FE ß (A Y )sag (XI 3,6) 


in unseren früheren Bezeichnungen: 


4. Beziehungen zwischen dem Eikonal und den 
Abbildungsgesetzen 


Um nun vom Eikonalbegriff aus einen Überblick über die verschiedenen, 
bei einem optischen System möglichen Fehler zu erhalten, haben wir die 
- Eikonalfunktion nach den unabhängigen in zu entwickeln. Geschieht 
dies mit dem Winkeleikonal W = W(P,Q) = W(ßr, &r, Bo, &o) und setzen 
wir voraus, daß das zu untersuchende optische System rotationssymmetrisch 
und isotrop oder doch wenigstens zu jeder durch die Achse der Rotations- 
symmetrie gelegten Ebene spiegelsymmetrisch ist, so können die Variablen 
Br, &r, Po, &o nur in den Verbindungen 


Pr+&p = Bi; R&+%=Bi; Brßa+ &r&o= Biı 
auftreten. 


Denn betrachten wir &>, fr als mathematische Größen, und zwar als die 
Komponenten eines (zweidimensionalen) Vektors p, und &,, ßo als die Kom- 
ponenten eines vom gleichen Anfangspunkt ausgehenden (zweidimensionalen) 
Vektors q der gleichen Ebene, so ist W Funktion der Lage der Endpunkte der 
beiden Vektoren. Da wir Rotationssymmetrie des optischen Systems voraus- 
gesetzt haben, ist für den Wert der Funktion W nicht die Lage der beiden 
durch die Vektoren p und q gegebenen Punkte selbst maßgebend, sondern nur 
ihre Abstände |p| und |q| vom gemeinsamen Anfangspunkt sowie ihre gegen- 
seitige Lagebeziehung, ihre ‚Lage zueinander‘. Diese ‚Lage zueinander“ ist 
eindeutig durch das skalare Produkt (pq) und durch das Vektorprodukt [p q] 


bestimmt, von denen wegen der vorausgesetzten Isotropie bzw. Spiegel- 
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symmetrie sogar eins allein ausreicht, während ihre Abstände vom gemein- 
‚samen Anfangspunkt der Vektoren durch |p| und |q| gegeben sind. Nun ist 


p?=x+B%; aa +P%, 
pa=drdot+ßrße; Ipall=arße— Hopp, 
von denen also in unserem Falle drei Ausdrücke ausreichen, z. B. |p|, q|, 


(pq) oder auch pl, jal, I[paq]| oder |p|, (pq), |[pal| oder endlich jq|, 
(pa), |[pal|- Wir haben hier das erste der angegebenen Tripel, also |p|, 


al, (p q), gewählt. 
Byı bezeichnet den Kosinus des Winkels, den die Projektionen der zu 
P und @ gehörigen Radienvektoren auf die yx-Ebene miteinander bilden. 
Fassen wir nun alle Glieder gleicher Dimension (gleicher Potenzsumme der 
Variablen Br, &r, Bo, &) zu einem Teilausdruck, zu einer Teilfunktion zu- 
sammen, so erhalten wir für W eine Entwicklung der Form 


W=- WOW) ı WO - WU -L..., (XIII 4,1) 
wo die oben angefügten Indizes die Dimension der einzelnen Teilfunktionen 
angeben. Für W® erhalten wir z. B. explizit 

W®—=a, Bö-+a, Bit ao Bor; 


WO Ay, 4, Aygı Koeffizienten sind, die sich aus den Daten des optischen Systems 
und der Lage des Objektes berechnen lassen, uns hier aber nicht interessieren. 
Vernachlässigen wir in der Entwicklung von W alle höheren. Potenzen, setzen 
also 


W—- wo 1 w®, 


so ergeben sich aus (XIII 2,8) und (XIII 2,9) die Gesetze der GAuUSSschen 
Optik. Wir zeigen dies an einem Beispiel. Es wird nach (XIII 2,8) bzw. 
(XIII 2,9) 


:09W .2W® a 3 oW 5 a 

U —9gq prta ga =—NpY 5 ——9q oa Pp=7NgYı; 
oW 2 2 % = 2 
O&p 0&g 


Wir wählen nun als Ebenen 2=c,; 2—=c, die Objekt- und GAusssche Bild- 
ebene und betrachten in der Objektebene ein kleines achsensenkrechtes Linien- 
element, das mit der y,-Achse zusammenfalle, für das also x,—= Oist. Dann 
folgt zunächst aus den vorstehenden Gleichungen 


(XIIL 4,2) 


Ferner wird 


np 2a, = n se au Au, 
Sr a —— v 
’ s Ng %ı 
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Da nun die Ebene 2 = c, die zu 2 = c, konjugierte Bildebene sein soll, so muß 
Y,, %, von der Neigung des objektseitigen Strahles, also von Pp, &p unabhängig 
sein. Daraus folgt zunächst: 


4, 4, — &ı=9; ie): (XIII 4,3) 
Hiermit wird 
N=—n yo x, —0 (XIII 4,4) 


w®@ =a,B?-+a, BE +2 Ya, aı Boi- 


Als erste Folgerung für die Gausssche Optik erhalten wir also: Das Bild liegt 
in der gleichen Meridianebene wie das Objekt. 


Ferner wird nach (XIII 4,2,) 


Ko = % z 
a — / a, P> 


N Ka Yı = NPÄPr Y- (XIII 4,5) 


Aus (XIIl4,2,) erhalten wir unter Berücksichtigung von (XII 4,3) und 
(XIII 4,4) | 


so daß 


(are 


Haben wir es nun mit einem kleinen achsensenkrechten Objekt dy, zu tun, 


1 (np 0\? rt a 7 "Z 
> | Fr vernachlässigen und erhalten ng fo dy,—=npßrdy,- 


Hieraus und aus (XIII 4,5) folgt 


so können wir — 


no VB + gay =nr VPE + Rd 


oder in der früheren Bezeichnungsweise, da + 1 yp=sin’yry, = u? 
und entsprechend Po 4 &0 zw? ist : 


n"wWdy=nudy. 


Dies ist die HELMHOLTZsche Gleichung. Sie gilt nur unter der Voraussetzung, 
daß das Objekt genügend klein ist, und zwar nicht nur für die in der Meridian- 
ebene verlaufenden Strahlen, sondern für alle Strahlen, also insbesondere 
auch für die in der Sagittalebene verlaufenden Strahlen, wie aus (XIII 4,5) 
folgt. 


In ähnlicher Art lassen sich noch weitere Formeln der Gavssschen Optik 
ableiten. Wir gehen hierauf nicht näher ein. 

Berücksichtigen wir in der Entwicklung von W noch WW, so erhalten wir 
nach (XIIL3,7) durch Differentiation nach pr, &r, Ba, &g Gleichungen, die 
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jene Größen in der dritten Potenz enthalten. Aus diesen Gleichungen ergeben 
sich so die Abweichungen 3. Ordnung gegen die Werte der GAuSssschen Optik, 
d.h. die „Fehler 3. Ordnung‘. 


5. Die Bildfehler 3. Ordnung 


Diese Fehler 3. Ordnung wollen wir aber nicht im Anschluß an das Winkel- 
‚eikonal, sondern mit Benutzung des SEIDELschen Eikonals ableiten. Für dieses 
gilt zunächst gleichfalls, daß in ihm nur gerade Potenzen der unabhängigen 
Variablen 9, &, 9, & auftreten können, und zwar wieder nur in den Ver- 
bindungen 


PR HER gi+se=mı (AM51) 


Wegen der vorausgesetzten Rotationssymmetrie können wir — ohne weitere 
Einschränkung der Allgemeingültigkeit — das Objekt als in der yz-Ebene 
liegend annehmen, d. h. das Koordinatensystem so wählen, daß die %-Achse 
mit der Richtung des linearen achsensenkrechten Objekts der Objektebene gleich- 
gerichtet ist. Dann ist £= 0 zu setzen, und wir haben als unabhängige Variable 


[mit 9° — 6’ cos PS’ und = sin /’] 
Petr Dy=9l od. (XI 


Entwickeln wir S nach diesen Größen und fassen wir wieder die Glieder gleicher 
Dimension zusammen, so erhalten wir | 


S— SO L SOLL SWL.... 


Nun ist im Bereiche der Gaussschen Optik 9 = W,2=8,y=-5,:=#. 
Nach (XIII 3,4a) muß also $® — 0 werden. Als allgemeine Entwicklung von 
S erhalten wir daher 


S—= SO + SO LOL ..., 


8% liefert nach (XILI 3,4a) die Fehler 3. Ordnung. Da $(® von den Variablen 
9,%,%9,& nur in 4. Potenz abhängt, so läßt sich $(® nach (XIII 5,1) in der 
Form schreiben 


1 
4) —_ __ 
5 4 


AP Br CH—-zDPP+EPMPAFEH. (XI5,2) 
Die Zahlenfaktoren, die wir den Koeffizienten der Reihenentwicklung hinzu- 
gefügt haben, sind im Hinblick auf die späteren Ergebnisse zweckentsprechend 
gewählt. 


1 Wir schreiben 7? — obwohl 9% Ka £%' auch negativ sein kann —, um anzudeuten, 
daß es sich um eine Größe zweiter Ordnung handelt. n selbst kann also auch 
imaginär sein. 
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Aus (X111 5,2) erhalten wir nun mit (XIII 3,6) 


(A Ymer a8 aa ae a 
Ba ae a a 
= BO. IH DER 2FE PER 


— F&?94+2099 

— BÖB cos + DE BP oosd —2F Öse ER 
— F6297 +20 920 cos’ 

— Bö® cos d’ + DÖ GR cosıd' — FERH(2 4 0052) 


+209%Ö0 cs’ —E%. (XIII 5,3) 
Setzen wir hier nach (XIIl 3,3a) für 7 — indem wir wiein (XI113,5) re, 
und my =s— $ setzen — den Wert 
y-tly-tıy; s=\ta (XII 5,4) 
My s 8 


und für 6 — Yy2 +2’? nach (XII 3 ‚3) die Größe — =; 6, wo— wie in 
R 
(X {11 3,6) — wieder !=1 gesetzt wurde, ferner ’=j'’—=»), so erhalten wir 


(Ay Mer 
PO ke „‘ 
nt n?t 
— — 6? y(2+0082 9). Pr" y’-E. 
(8)? s 
Dieser Ausdruck stimmt mit dem in Abschnitt VI, S. 71 erhaltenen Ausdruck 


(VI1,2m) — angewandt auf ein Einzelsystem bzw. eine einzelne (brechende) 
Fläche — dann überein, wenn | 


öy?cosp-(2C+D) 
(XIII 5,3a) 


6? cosıö- Pe 


er 


1 st 
rt 
1 s® 1 
F u. na 
ee (XIIl5,5 y) 
| 8 
20+D=— 5,753 1; 
ls 1 
ee 
Für = Em = ergibt sich aus (XIII 5 „2) mit (XIII 3,6) entsprechend 
(Ay)ag _ 08% 


EZ Bo ®siny +DöP sind’ —FÖ?gjsin2d. (XIII 5,68) 
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Entsprechend der Umformung von (XIII 5,3) in (XIII5,3a) geht (XIII 5,6) 


über in 


R s 31 
( ne r I sind. Bi er sind-D | 
(XIII 5,6) 
Re | 
-_———[ 28 
Free ne 


| Ay 
ein Ausdruck, der wieder mit dem in Abschnitt VI, S. 71 für (AY as er- 
haltenen Ausdruck (VI 1,2s) — angewandt auf 'ein Einzelsystem bzw. eine 
einzelne (brechende) Fläche — übereinstimmt, wenn 


zer ei (XIII 5,5 x) 


5a. Bildfehler eines aus mehreren Teilsystemen 
zusammengesetzten Systems 


Doch bevor wir dies untersuchen, wollen wir uns noch einer anderen Frage 
zuwenden und zeigen, daß die Benutzung des SEIDELschen Eikonals gegen- 
über den übrigen Eikonalen den wesentlichen Vorteil besitzt, daß sich mit 
seiner Hilfe die Fehler eines optischen Systems, das aus mehreren Teilsystemen 
(brechenden oder spiegelnden Flächen) besteht, sehr einfach aus denjenigen 
der einzelnen Teilsysteme selbst zusammensetzen lassen, wenigstens solange 
wir uns auf die Fehler 3. Ordnung beschränken. 

Haben wir es z. B. mit zwei Einzelsystemen zu tun, so werde die (paraxiale) 
Bildebene des ersten Systems (mit 2 = c,) sowie seine AP- Ebene 2 =c,+ m},) 
durch das zweite System abgebildet in z— c,'bzw. z= «+ m,. Diese beiden 
Ebenen sind dann die (paraxiale) Bildebene bzw. die AP-Ebene des aus 
System 1 und System 2 bestehenden Gesamtsystems. 

Bezeichnen wir nun mit W, das Winkeleikonal des ersten, mit W, das des 
zweiten und mit W das des Gesamtsystems und entsprechend mit $,, S, und 8 
das SEeIDELsche Eikonal des ersten, des zweiten und des Gesamtsystems, so 
gilt nach der Definition (XIII 3,4) des SeipEuLschen Eikonals 


ü A+s md: Fe A & 1 
Key om HAN 
er ea RU a EN ee 
mn tr Mid +82 1 
eo 2 use ee >; 
2 7 TE n, 2a + [92 (92 — de) + 82 (#2 — 82) &, 
mot md + PR 1 


8 —=—-W + ag + MR )+ hi — ii) 


n, 21 N, 2, 
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ERIRRN AU 
N, — N], 
Mg — My1> 
a ,N/ 
- Yyp—Yı: 
A ez: af 
2 I, — 4%]; 
mit e  ___$8/ 
YYı; 
© 07 
I,—4]; 
) 7 
eh, 


Da nun aus der geometrischen Bedeutung des Winkeleikonals folgt, daß 
W=W,+ W, ist, so gilt für die Beziehung zwischen $ einerseits, 8, und s, 
andererseits 


A ET, N A A & & [| 
Ss=4+8+ mM R-)+aı-M) ab); 


wofür wir auch nach (XIII 3,4a) schreiben können 


(XIIL 5,7) 


Tatsächlich benötigen wir $ als Funktion von 9,, &,, 92, 82. Um dies zu er- 
reichen, entwickeln wir 8, und 8, nach Potenzen ihrer Variablen bis zu Glie- 
dern 4. Potenz (einschließlich) und fassen — wie oben — die Glieder gleicher 
Potenz zu den Teilfunktionen 80, 80, 8%, 8@ zusammen. (Teilfunktionen 
$@, 8% treten ja — wie wir oben sahen — nicht auf.) Die konstanten Glieder 
Ss), S$ interessieren nicht, da nur die Ableitungen der SeIDELschen Eikonal- 
funktionen benötigt werden. Wir erhalten so 


8=...+80 (9, 8, I A) + SR (de dB) +, (XIITS,B) 


worin 
EIS EIS 28 
s 7 2,K d 74 2.K.: a] A 1,K.: 
nn, 23 9. Th, 25 el og 1> 
08 
M“H=ı—-—!.K 
Me a el 


ist mit X, = R,=K. 
Unter Benutzung der TAyLorschen Reihenentwicklung ergibt sich 


Ss®(d,, ne 9; 4)=S19(,, &,; Üg, X,) 


1 


| 080 285 9 25 
= 1. | X, & 
SR, 
SM 285N 28N 25N 
— ‚$(4) A de i 72, $ zul 2 x 1_ 2 f | X, K 
(Y, 1 Ya 2) 25, 85, A di, : 1 293 
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worin 
28m 285 8) 35 05m 28 os 259 


ei 2 O8, 08° el 09, 08 


1 O8, 


also berechenbar sind. 

In beiden TAYLOoR- Entwicklungen sind aber die beiden letzten Entwick- 
lungsglieder Produkte zweier Faktoren, die selbst von 3. Ordnung in den 
Variablen sind, so daß die betreffenden Glieder von 6. Ordnung, in den Grenzen 


der Abbildungsfehler 3. Ordnung also zu vernachlässigen sind. Wir erhalten 
so — an Stelle von (XIII 5,8) — 


S=..+8 (du, +, (XIII5,9) 


worin die durch -.- - angedeuteten Glieder konstant bzw. von 6. und höherer 
Ordnung klein sind. 

Das SEIDELsche Eikonal des ersten Teilsystems sei jetzt — etwas allgemeiner 
als früher — gegeben durch 


1 N l y R 
SP =— 74,6 —z Bit — (hi — = De &?+B,6} mtr 


= Nr er ge +88, > yehhtrıH: 
En sprechend laute das Eikonal des zweiten Teilsystems 
1 N 1 a 1A 
= —-74%-7B&—-0,7— D, & +3,51 +8,06’ 
mit _ 
Ge Fr + nehit ti. 


Für das SeipELsche Eikonal des en folgt daraus — indem wir 
nach (XIII 5,9) 

9, durch 9,; 

%, durch &, 


und | 

ö, durch %, 

&, durch &3 
ersetzen — 

1 n : a 
80, =— (4 ıtA) sitz (Bit Bo) de — (Cı +05) Nı2 
5 (Dı + D) EHE) + PH) le 

mit 


Me Idet 2 ke. 
Die einzelnen Bildfehlerkoeffizienten des @esamtsystems setzen sich also 
‘einfach additiv aus denjenigen der Teilsysteme zusammen, und zwar auch dann, 
wenn es sich um mehr als zwei Teilsysteme handelt, wie man unmittelbar durch 
sukzessive Anwendung von (XI1l 5,9) erkennt. 
13 Picht,. Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 
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5b. Die „SEIDELschen Bildfehler“ 


Um eine optische Abbildung auf ihre geometrisch-optischen Fehier.hin zu 
untersuchen, ist es daher nur erforderlich, für jede der brechenden oder spie- 
gelnden Flächen das SEIDELsche Eikonal als Funktion der die Flächen 'be- 
stimmenden Konstanten (z: B. Krümmungsradius r und Deformationskon- 
stante) und der‘.Brechungsindizes. aufzustellen und die entsprechenden Fehler- 
koeffizienten .zuaddieren. 

Haben wir es: demnach mit einem.aus mehreren Teilsystemen bestehenden 
optischen System zu: tun, so gilt 


Zt cos pP z B,+9 öl, cos : 2 D, 


— br (2-+'0082%)- ER, +29? 6, cosy- 2a ZH, 
(XII 5,35) 


(A vie 3 sind EB. +9? da siny- 2D; — ji 6 En ER, (XIIL5,6;) 
worin wir statt ‚gleich d.geschrieben haben, da wir uns.ja auf rotations- 
symmetrische Systeme beschränken und es sich bei (6, X’) um die Bestim- 
mungsstücke eines vom Objektpunkt (91; =) en Strahls handelt, 
der die EP-Ebene des Gesamtsystems im Punkte (Y = 6 cos 02 :=6sin)) 
durchsetzt hat, die EP-Ebene: des Gesamtsystems also in einem in der gleichen 
Meridianebene liegenden Punkte (9% = 6, cos), X —= 6, sinYy) triftt, und 
wegen: 


A_N und RR nach (XIII 3,3)] 


beim Übergang zu den „SEIDELschen (Blenden-)Koordinaten‘ die „Meridian- 
ebenen“ keine Drehung erfahren. 
In (XIII5,3;) und (XIII5, 62) können wir — da es sich bereits aus- 
schließlich um Glieder 3. en 6; und ,) handelt — ohne Bedenken 
6, Nılı L, N, .dı 


u, = = Ei 


Ir a 1. a 1 8ı 


setzen. Da außerdem nach (XI 5 a 9 ns y,.ist, erhalten wir — ent- 
; 1. 
rechne -(XIH 5 ‚3) und (XTIE 5;6) — 


(AYk)mer n. on °o - n? 2, o ; o . 
Em nn ne Be ee EN 
pP’ (81 51 )° a BI 81 (81 — 51)? a Yı BI 
rn ee 1. en: = . 
” u, hr yteospı- EC +HD)-N 3 Hs 


1 
- . (XIII 5, 10,) 
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Eye u ng 2 BB ay.Nr 
7 Een Pı° "nl —yldı 2 v 


(XIII 5,10,) 
6ı yjsinö,- PH D,. 


81 (51 — 8) 
Die Bildfehlerkoeffizienten B, C, D, E, F des Gesamtsystems setzen sich 
also additiv aus den jeweils entsprechenden Bildfehlerkoeffizienten der ein- 
zelnen Teilsysteme, speziell also der einzelnen Flächen, zusammen. 
Betrachten wir deshalb noch die Brechung an einer einzelnen Fläche. Handelt 
es sich um eine Kugelfläche, so lautet ihre Gleichung 


7 a—=r— \r—y2—a2, 
wobei a die Abszisse des Scheitels und r der Radius ist. Entwickeln wir die 
Wurzel, die in dieser Gleichung auftritt, so erhalten wir bis zu Gliedern 4. Ord- 


nung, wenn wir mit %,, Yı, 2ı die Koordinaten eines Punktes der Fläche be- 
zeichnen 


l 
1=a+,, (it + „(it aD° . 


Wir denken uns nun diese Gleichung in der Art verallgemeinert, daß wir mit 
SCHWARZSCHILD ansetzen 


a=at+ (Wit + ZH) PH aDR.  (XIS,IN 


Hierbei haben wir durch b eine ‚Deformation‘‘ der Fläche eingeführt, sind 
also von der Kugelfläche zu einer nichtsphärischen, aber rotationssymmetri- 
schen deformierten Fläche übergegangen. 

Bezeichnen wir wie vorher den längs der Achse gemessenen Abstand der 
Objektebene vom Flächenscheitel durch s, den Abstand der Bildebene durch 
s’, ferner den-Abstand der Eintrittspupille vom Flächenscheitel durch $ (== 2) 
und den der Austrittspupille vom Flächenscheitel durch 8’ (= ?') und seien 
endlich n und n’ die Brechungsindizes vor bzw. hinter der brechenden Fläche, 
so erhalten wir — wenn wir zunächst den Ausdruck für das Winkeleikonal 
aufstellen und hierfür die Fußpunkte der [in Abb. 74 (S. 161) nicht eingezeich- 
neten] Lote von zwei beliebigen Punkten der Achse des Objektraumes bzw. des 
Bildraumes (z. B. den Achsenschnittpunkten der Objektebene einerseits, der 
Bildebene andererseits) auf einen in einer Meridianebene verlaufenden ein- 
fallenden und den ihm bildseitig zugeordneten Strahl wie oben (S. 160, Abb. 72) 
durch A, bzw. A, bezeichnen — für dieses Winkeleikonal nach Abb. 74 


W=nAl+nTa, 
na) + Html) Huß Heel, (XITS,12) 


nd 
worin A,/ die Komponenten (27 — 8, Yr, %ı) und IA, die Komponenten 
($’ — 21, Yı, %ı) hat, so daB — wenn wir yaz vı-{ — PB? — & setzen und 


14 Picht, Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung 


174 XIII. Das Eikonal und seine verschiedenen Formen 


(XIII 5,12) nach Potenzen von 7, yı, ß,& bis zur 4. Ordnung einschließlich 
entwickeln, indem wir noch 27 nach (XIII 5,11) durch yı und x, ausdrücken 
— die Beziehung gilt 


Wen nstn|ußt ar + 
Get, (ra 
zu 4r un 8 | 

a BR (1+b) 


u |vrB +2 + 9 (BEE) + ta?! 


(yr-+ «3) (#2? +22) (8? + 0°) 
nu 4r u. 8 | j 


Hierin haben wir noch — um W als Funktion der ß, &, ß’, & allein zu erhalten 
— die Koordinaten %;, % der Flächenpunkte zu eliminieren. Bezeichnen wir 
die Abstände der Schnittpunkte des objektseitigen bzw. bildseitigen Strahls 
mit der Achse vom Flächenscheitel mit 3 bzw. 3’, so gilt innerhalb der GAUss- 
schen Optik! 


E77 - P) 
S Ss T 
also auch 
‚Yı Yı ‚op 3 __W TUN 
nn nn p ndB=—-— yı, 
R (XIII 5,12*) 
I I = W—N 
Zn We — nd X, 
8 T 
so daß 


an, 
(XIII 5,12**) 


r 
=. WwW&—nä). 


Vom Winkeleikonal gehen wir wieder zum SEIDELschen Eikonal über. Hierzu 
sind die Winkelkosinus-Größen durch die in zweckentsprechend gewählten Ein- 
heiten gemessenen Koordinaten 9,8,%,% nach (XIIll 3,3&) auszudrücken. 
Da es sich bei den verschiedenen durchzuführenden Transformationen nur um 
solche linearer Natur handelt, ändert sich die Größenordnung der einzelnen 
zu transformierenden Ausdrücke nicht. Und da andererseits die Reihenent- 
wicklung von & keine Glieder 2. Ordnung besitzt und für unsere weitere Be- 
handlung der Bildfehler 3. Ordnung nur die Glieder 4. Ordnung erforderlich 


1 Daß wir uns hier auf diese beschränken können, erkennen wir leicht, wenn wir be- 
achten, daß dadurch in (XIIT5,11) nur Größen 3. Ordnung in , ß’ bzw. 2,8” 
vernachlässigt sind, kleine Änderungen von yı und xı aber wegen der Minimal- 
eigenschaft von W nur quadratisch, die vernachlässigten Größen also nur in 
6. Potenz in W eingehen. 
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sind, können wir uns auf diese beschränken, die wegen der erwähnten Lineari- 
tät der Transformationsgleichungen nur aus den Gliedern 4. Ordnung von W 
hervorgehen, also aus 
1+b (y% + x2) (2? + &2) -(B2 + &2)? 
= 2 I 
wen [7 +27)" aa ir Ar | 


ı (+ (Br +29)  „(B°+a®) 
fun tr, are 
T 8 
wofür wir auch schreiben on da 
n WW n mw 
r rs #8’ 
also 
(ya (Ya? (y+ a? (y+ ah? 
ist, 
'"1n yrtzi 1lnftyi+a} Tu T 
a._ "| 2 ee er 2 1, 40% 
wa. ET -:B+2] -,7, 7-5 (#429) 
BE‘ (XIII 5,13) 
2 gr Fr 
‚Nun ist nach (XIII 3,3a) 
7) Ü Ü _ & & 
Per rer, BE | 
(XIII 3,32) 
u ee, 
= ir wrtzr 9 = Er e Pi 
Da in W®@ und dem hieraus durch Einsetzen der Ausdrücke für ß, 8’, &, @’ her- 


vorgehenden SEIDELschen Eikonal S( nur Größen 4. Ordnung aufireien und 
sa =0 ist, und da außerdem in den Grenzen der GAaUSSschen Näherung 
y-y, det, y-9, f=i 

ist, sich also die „‚gestrichenen‘, d.h. bildseitigen Werte dieser ‚„SEIDELschen 
Variablen“ von den „ungestrichenen‘ entsprechenden Größen nur um Diffe- 
renzen dritter Ordnung unterscheiden, können wir ohne Beschränkung der 
Genauigkeit von S() beim Übergang von W@ zu 8% die gestrichenen Variablen 
durch die ungestrichenen Variablen und umgekehrt ersetzen. Und da wir 5% 
als Funktion der %, £, 9’, & benötigen, um die nach (XIII 3,4a) erforder- 
lichen partiellen Ableitungen zwecks Bestimmung der Bildfehler dritter Ord- 
nung ausführen zu können, benutzen wir statt (XIII 3,3a) die Beziehungen 


3 Ü Y. e #7 & 
rar = 7 E° 
(XIII 5,14) 
ir, € 
P Di wrtzp n'lV’ ‚j’ 


14* 
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Vor Anwendung dieser Transformationen auf (XIII 5,13) berücksichtigen wir, 
daß — wie in (X1Il 3,5) — | 


2 Pe LEE (= 5) (XIII 5,15) 


s—S$ s’—S8 


ist, wo — entsprechend unserer früheren Bezeichnung — der Achsenabstand 
des Schnittpunktes des Strahles, der vom Achsenpunkt des Objektes ausgeht 
und die EP-Ebene im Achsenabstand l, die AP-Ebene demnach im Achsen- 


abstand /” durchsetzt, mit der brechenden Fläche ist, sofern u genügend 
s 88 


klein ist, also innerhalb der Grenzen der GAUSSschen Optik. 


Entsprechend haben wir wegen f’ = n 
j rn Ss 
13 Br ZZ a 7 
1 ( = == — = _, (XIII 5,16) 
My ni mı Mm; a u 


Hier ist {der Achsenabstand eines durch die Mitte der EP gehenden, die Objekt- 
ebene im Achsenabstand / treffenden Strahles an der Stelle seines Schnitt- 
punktes mit der brechenden Fläche. Bildseitig geht dieser Strahl in den Gren- 
zen der GAUSSschen Abbildung durch die Mitte der AP und trifft die Bildebene’ 
im Achsenabstand !. 

Die Transformationsformeln (XIII 5,14) lassen sich demnach mit Berück- 
sichtigung von (XIII 3,3) schreiben, da 


VE EB Ve 1 A 
ni Km, K 3’ ni Km, K %$ 
vgl gt v_at ge 
nl Km Ks’ nV Km Ks’ 
"E  - 2: © % A A u 
nl Ks’ „TI —- Kar nl Ks’ nV’ Ks 
ist, 
i 1 t N 1 t t 
ers ET I os A RER SI. ar 
P= 2 (# +32): _ z| +22). 
2 1 1 t { 
7 rld KV Z A 
—— — ; d=— — (I —- -L-—|. 
P =(#- Pas ); | en -) 


Aus (XIIL 5,12) erhalten wir dann unter Berücksichtigung der paraxialen 
Abbildungsformel für s, s’ bzw. für $, 8 für die Koordinaten des Punktes I 
der brechenden Fläche 
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Daraus finden wir mit den früheren Bezeichnungen (XIII 5,1,) 0%, 6° und 72 
für die in W“@ nach (XIII 5,13) auftretenden Ausdrücke, wenn wir n statt N 
schreiben: 


1 Pa‘ [+] [-] 
Ge 6:7? +2n7?7: +0”), 


Pr, (ee reire), 


an, ae _.t (a i? | 2 ti nf 
P=+& = (6 N ae =). 


S2 


so daß 
ME (+ 2)]= ale rre, --)]. 
rer] [er Hm) 

+ (5)]. 


wofür wir auch mit den früheren Brechungsinvarianten 


el 


schreiben können 


[| |=#efo-@-92]+r#°0-2irdlz 


& xım 5,17) 
"[0]=refo-@-5]+r er0-2imd 
Wir erhalten so für 8) aus (XIII 5,13) 
st Am + 20-9. (z) 
+@-0-4(2,)\ 
+ aa Am + A|)! 
Hanf al: A (m) +08 a(Z)' 
Heel. Am)+06-4(-)-00-9:4(-)} 
0-2 Am+- al) -0@-0-4(;;)} 
ri Am+Q0-Al;,)} 


ns 
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worin nach (XIII. 5,15) und (XIII 5,16) mit der dort angegebenen strahlen- 
optischen Bedeutung 


is Us’ o Is ’s’ 
te jr mg und Meer 07 7 
8—8 8.— 8 s—s 9—s 
ist, also Größen darstellen, die sich — nach paraxialer Durchrechnung der 


beiden oben angegebenen speziellen Strahlen mit der oben getroffenen Wahl 
= 1,1 leicht berechnen lassen. 

Bei Kugelflächen, mit denen wir uns in den übrigen Abschnitten dieser 
„Grundlagen“ allein beschäftigt haben; fallen die Glieder mit b fort. Da wir die 
een nach (XIII 3,6) durch die partiellen Ableitungen von S® nach 5, 


bzw. £& bekommen, so erhalten wir für die oben benutzten Koeffizienten 
B,,2 0, — D,,D,, E,,F,, wenn wir außer il, — wie oben — jetzt auch l, 
gleich der Längeneinheit wählen und Bonn 
E; (= 8% = — Su 
K,\ nl, nV) n Su E 
iy = - 5, nz =} zn 
K, Nyl, N, L, nı 1 Su 
schreiben und beachten, daß 
-v—1 Y 
Su+l u N, Sy i 1 
1 Su N 5 Pi>r 
fl er _ n,%, 1 
n, 5, Bi>r 
ist, 
l st 52 I 
udn 
a, el, 
| 188% 5,2 De 1 | 1 
20h a, 
+D,=—5 0 a a |) nal) 
1 535 s,2 5) o 1 
Des > 7 rue. [6.8 (5 -) 9) A| ;) |. 
ni nie —>v ir y NnS]y 
" 15,8 8), 8/3 s. Up 1 o 1 
PET. 84) -@-©al)] 
2: ni na 2, er dr NS] y @ Ü IA NS] y. 
1 s$ ER 5, o 1 
Pe — n/ er) 
2 m Pi» Pfı ns], 


Hier ist übrigens noch — wie man leicht zeigt — 
ns, 1 N, 5 5 


, 7 es 9 vo a) 
n,5, Ps,» 4 Nn,5; L 
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so daß wir die Koeffizienten auch schreiben können 


äh), 


2 nm \ 


2,+2,--,L) (7) [0 +2:08(),-0@-9% (5) 
=, (2) (2) [2 (5) -@-84(4) |, auıs1s 
TRIER EN 
ne, 


Die t,-Werte _._ sich dabei aus der Durchrechnung eines vom Achsen- 
punkt des’ Objektes ausgehenden Strahles als die Achsenabstände seiner 
Schnittpunkte mit den achsensenkrechten Ebenen in den Flächenscheiteln, 
die t,-Werte entsprechend aus der Durchrechnung eines durch den Achsen- 
punkt der EP-Ebene gehenden Strahles als die Achsenabstände seiner Schnitt- 
punkte mit den genannten achsensenkrechten Ebenen, die übrigens auch bei 
geringer Strahlneigung durch die brechenden Flächen ersetzt werden können, 
so daß wir statt £,,t,,,,t, auch in unserer früheren Bezeichnungsweise 
t,, #1, &,, &, hätten schreiben können. | 

Daß B, mit dem im Abschnitt VI 2 eingeführten ‚Flächenteilkoeffizienten‘“ 
A, und demnach 


na E 
au end; 


identisch ist, erkennt man sofort. Bei den übrigen Koeffizienten ist der Nach- 
weis etwas komplizierter. Um auch für diese Koeffizienten den Identitäts- 
nachweis mit den in VI 2 bzw. VI 1 benutzten Größen bzw. erhaltenen Formel- 
ausdrücken zu führen, müssen wir beachten, daß nach (Ili 1,4) 


u, 5 8, —Sı 
t, L, (' au "1 8, Sı 2 
und. nach (III 1,5) 
1 N, 2) 1 Ze 
1 1 , 1 1 1 
3, 5% $1 5 


gilt, daß ferner . ıı 
V=,+m (7-5) 
8 
ist. Endlich sind noch die in VI 2 eingeführten Größen e&,, d,, 7, sowie ihr Zu- 
sammenhang mit den Größen A,, B,, T,, P, und O, zu beachten. 
Wir überlassen es dem Leser, den erwähnten Identitätsnachweis selbst durch- 
zuführen. 


Anhang 
XIV. Fernrohr-, Lupen-, Mikroskop- und Ablesevergrößerung 


In 13 auf S.9 wurde die ‚laterale‘ oder ‚„Seiten-Vergrößerung“ 8’ — oft 
auch als (Abbildungs-)Maßstab bezeichnet — als das Verhältnis der Bildgröße 
zur Größe des abgebildeten Objektes definiert. In einer Anmerkung wurde 
darauf hingewiesen, daß es noch eine Reihe weiterer, anders definierter Ver- 
größerungen gibt. Einige dieser weiteren Vergrößerungsbegriffe wurden bereits 
in 16 näher besprochen, nämlich die „axiale“ oder ‚‚Tiefenvergrößerung“ « 
[s. (I 6 ‚2)] sowie die ‚Winkelvergrößerung‘‘ oder das ‚Konvergenzverhält- 
nis“ y’ [s. (1 6,3)]. 

Nachstehend seien noch einige weitere Vergrößerungsbegriffe kurz erwähnt 
und erklärt, nämlich 


die Fernrohrvergrößerung I”, 
die Lupen- bzw. Mikroskopvergrößerung I”, 
die Ablesevergrößerung 1. 


Da es sich beiden Beobachtungen mit dem Fernrohr stets um Beobachtungen 
sehr weit entfernter Objekte handelt, so kann die Länge des Fernrohrs gegen 
den Abstand des Objektes vom Auge des Beobachters vernachlässigt werden. 
Bezeichnen wir den Winkel, unter dem das weit entfernte Objekt ohne Zwi- 
schenschaltung des Fernrohrs vom Beobachter aus erscheint, durch 2w, den 
Winkel, unter dem das Objekt durch das Fernrohr — oder, was damit identisch 
ist, das vom Fernrohr erzeugte (virtuelle) Bild — dem Beobachter erscheint, 
durch 2w', so definiert man als Fernrohrvergrößerung die Größe 

Tim tg w’ 
tg w ' 

“ Dabei ist also angenommen, daß die Verlängerung der optischen Achse des 
Fernrohrs das Objekt etwa in seinem Mittelpunkt trifft, eine Annahme, die 
indessen verhältnismäßig unwesentlich ist. Das vom Objektiv des Fernrohrs 
entworfene Bild des sehr weit entfernten Objektes liegt mit großer Näherung 
in der bildseitigen Brennebene des Fernrohrobjektivs. Da andererseits bei 
scharfer Einstellung des Fernrohrs auf das Objekt mit sehr großer Näherung 
diese Brennebene des Fernrohrobjektivs mit der objektseitigen Brennebene 
des Fernrohrokulars zusammenfällt, so läßt sich die Fernrohrvergrößerung I” 
auch durch die Brennweiten von Objektiv und Okular des Fernrohrs aus- 
drücken. Bezeichnen wir die Größe des vom Fernrohrobjektiv erzeugten Bildes 
des Objektes durch 2yj, wobei 241 = 2y, gleichzeitig die Größe des vom 
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Okular abzubildenden ‚Objektes‘‘ bedeutet, so ist 


tg w = Ya nd tw s 
| — fox fopj 
so daß 
pr _!® | | XIV) 


!ok 


Die Vergrößerung T; einer Lupe ist definiert durch das Verhältnis des 
(Gesichtsfeld-)Winkels w', unter dem ein durch die is 'betrachteter Gegen- 


stand der (Größe y mm) erscheint, zu dem Winkel —- , unter dem der gleiche 


550 ’ 
Gegenstand der Größe y mm erscheinen würde, wenn er ohne Benutzung 
der Lupe betrachtet und sich dabei im Abstand der deutlichen Sehweite vom 
Auge des Beobachters befinden würde. Dabei wird diese ‚deutliche Sehweite s„“ 
gleich 250 mm angenommen. 

Da sich bei Benutzung der Lupe der zu betrachtende Gegenstand angenähert 
in der’ objektseitigen Brennebene der Lupe befindet, um vom Auge des Be- 
obachters ohne Akkomodation betrachtet werden zu können, ergibt sich für 


die Vergrößerung I’, einer Lupe die Beziehung 


rw 
z Y Yan, (Y)mm mm (X1V = 
Sy 20 


worin ( )mm bedeutet, daß die betreffende Größe in mm gemessen gedacht ist. 

Die Vergrößerung J'y eines Mikroskops ist — wie die der Lupe — definiert 
durch das Verhältnis des Winkels w', mit der ein Gegenstand (der Größe %) 
durch das Mikroskop gesehen wird, zu dem Winkel w, unter dem er dem un- 
bewaffneten Auge erscheint, wenn er sich in einem Abstand vom Auge be- 
findet, der gleich der deutlichen Sehweite, also gleich 250 mm ist. 

Da sich auch beim Mikroskop.das zu betrachtende Objekt angenähert im 
objektseitigen Brennpunkt des Gesamtsystems befindet, so gilt auch hier 


wieder für die Vergrößerung Ir die Beziehung 


(XIV 3) 


— = 250° 
er 


wenn (f)mm die (in mm gemessene) bildseitige Brennweite des Mikroskops 
bezeichnet. 

Bezeichnen wir nun (wiein II4[S. 22]) durch e die sogenannte ‚reduzierte 
Tubuslänge“ des Mikroskops, d. h. den in mm gemessenen Abstand (im allge- 
meinen gleich 160 mm oder 170 mm) zwischen den beiden einander zugekehrten 
Brennpunkten von Objektiv und Okular und sind weiter fon; die Objektiv- 
brennweite, fox die Okularbrennweite, beide gleichfalls in mm gemessen, so 
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gilt für die Brennweite des Gesamtsystems die Beziehung (II 4,1*) 


— Bun (XIV 4) 
so daß 
= u a Too: or (XIV 5,) 
oder 
ur ze re — Boni Tor (XTV 5,) 
m —ßopj nach (II2,1), da ja das durch das Mikroskopobjektiv ent- 


.worfene Bild des betrachteten Objektes mit großer Näherung in der objekt- 
seitigen Brennebene des Okulars liegen muß, e also mit dem x’ bezüglich des 
Objektivs identisch ist. 


Die Darstellung von I'y nach (XVI,5,) als Produkt von Top; und Jo, ent- 

spricht der (sachlich unrichtigen) Auffassung 
Mikroskop = Lupe + Fernrohr, 

bei der also das Mikroskopobjektiv als „Lupe“ aufgefaßt wird, das Objekt 
sich also eigentlich etwas innerhalb der objektseitigen Brennweite des Mikro- 
skopobjektivs befinden sollte und das durch das Mikroskopobjektiv entworfene 
Bild des Objektes dementsprechend virtuell und — im Sinne der Lichtaus- 
breitung — in größerem Abstand vor dem Objektiv liegen sollte. Dies ‚Bild‘ 


wird dann durch das als ‚Fernrohr‘ wirkende Okular vom Beobachter be- 
trachtet. 


Die Darstellung von I‘ nach (XIV 5,) entspricht dagegen der (berechtigten) 
Auffassung 
Mikroskop = Projektionssystem + Lupe, 


bei der sich das Objekt etwas außerhalb der objektseitigen Brennweite des 
Mikroskopobjektivs befindet und das durch das Mikroskopobjektiv entworfene 
(reelle) Bild, das jetzt etwas innerhalb der objektseitigen Brennweite des 
Okulars liegt, mit dem nunmehr als Lupe wirkenden Okular vom Beobachter 
betrachtet wird. 

_ Wenden wir uns schließlich noch der ‚Ablesevergrößerung“ zu, die durch 
I’ bezeichnet wird. Diese bezieht sich auf die Beobachtung eines in end- 
licher, mit der Länge des zur Beobachtung benutzten Fernrohrs vergleich- 
barer Entf ernung befindlichen Objektes — z. B. Teilungen auf einem Maß- 


stab —, und zwar versteht man unter ‚Ablesevergrößerung‘“ das Verhältnis 
ey ‚ wenn 2w’ der Winkel ist, unter dem — bei Betrachtung des Objektes 
w 


durch das Ablesefernrohr — das Objekt erscheint, während 2w der Winkel 
ist, unter dem das Objekt ohne Ablesefernrohr von der AP des Fernrohrs 
aus erscheinen würde. Dabei liegt die EP im allgemeinen an der Stelle des 
Objektivs oder doch in seiner unmittelbaren Nachbarschaft, während die AP 
im Sinne der Ausbreitungsrichtung des Lichtes kurz hinter dem Okular liegt. 
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